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EXTENSION DE LA FORMULE D'INTERPOLATION 

DE LAGRANGE 
Par M. C« An liaisant, docteur es sciences. 



La présente Note a déjà fait l'objet d'une communicalion 
antérieure à la Société mathématique de France. Gomme elle 
peut avoir un certain intérêt au point de vue de renseigne- 
ment, je la reproduis ici, avec de très légères modifications. 

On sait que la formule de Lagrange peut s'écrire 

(1) U =. Xit/j + XjUj H- . . . + X„Wn, 

tii, Uj, ... Un étant les valeurs de u correspondant à x^, 
x^, ... Xn', chaque polynôme entier, tel que X^, prenant la 
valeur o pour x = x^, x = x^, ... a? — Xk^u x = x^+u • . • 
x = x'nt et la valeur i pour x = Xk* On a alors, pour w, 
une fonction entière de degré n — i . 

Soit maintenant z = (^(t) une fonction arbitraire de t; 
cette équation étant résolue par rapport à /, soit t = ^z) la 
fonction inverse de cp. On a alors : 

^[^{z)] s: z. 
Cela posé, si nous écrivons : 

(2) V = (p[X, ^M -h X,^U,) -+- . . . + Xn^(Un)l 

il est évident, d'après les propriétés des polynômes Xi,X8, ... , 
rappelées plus haut, que, pour 

X ^^ X^ , X^ y • • • â/fl, 



4 JOURNAL DE MÀTHÉfiiATiQUES SPÉGIALBâ 

on aura t; = w^ , m, , . . . t/„, 

c'est-à-dire que la fonction v satisfera, comme le fait la fonc- 
tion u, aux conditions imposées. Seulement, bien entendu, 
cette fonction ne sera plus entière, en général. Ceci n'a rien 
d'étonnant, le problème de l'ioterpolation étant indéterminé 
par sa nature même. 

Le caractère arbitraire de la fonction ç peroiet de varier à 
Tinfini la forme des solutions, ce qui devient parfois un avan- 
tage dans les applications de Tinterpolation. 

Si par exemple on a remarqué qu'à toute valeur de x, cor- 
respondent deux valeurs égales et de signes contraires pour 
la fonction cherchée, on représentera celle-ci par un radical 
du second degré, et on écrira 

V = >JXiu\ H- X2UI -+-... X„Mn. 
Si au contraire il ressort, des observations, que la fonction 
est constamment positive, on pourra la représenter par un 
carré, en écrivant 

V = [X V^^i -+- ^aV^^a + . . . + Xnv/ Un Y • 
S'il était reconnu que la fonction, prenant des valeurs néga- 
tives très grandes quand x s'approche de zéro, s'annule pour 
x= I, et augmente sans limite en même temps que x, on la 
représenterait utilement par un logarithme : 

V = log«(Xia"i 4- X^a''^ -t- . . . -+- X^a^). 

Une fonction qu'on sait être périodique et qu'on voit 
osciller^entre les deux valeurs -+- a et — a peut être assimilée 
à un sinus : 

v = a sinlXiarc sm — h X.arcsm h ... -4-X„arcsin — )> 

\ a a al 

si d'ailleurs elle s'annule en même temps que x. 

Nous croyons devoir nous borner à ce petit nombre 

d'exemples, qui suffisent amplement à faire comprendre 

l'esprit de cette extension de la formule de Lagrange, et le parti 

qu'on en peut tirer. 
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ÉTUDE DES CONES 

PASSANT PAR l'iNTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES 
Par M. Hombert, professeur au Lycée Louis-le-Grand. 



La question que nous allons développer dans cetle Note a 
déjà été traitée par Painvin, dans son second volume de 
Géométrie Analytique. Mais la méthode suivie par Painvin 
est longue et difficile à suivre; de plus, elle n'a pas la netteté 
et la rigueur que peut seule présenter une méthode essentiel- 
lement algébrique. Eufîn, il n'y a pas d'unité dans cette 
exposition où l'auteur emploie, pour chacun des cas qu'il 
examine, des coordonnées tétraédriques spéciales. 

La même question a été traitée par une méthode due à 
M. Darboux, pour l'étude de l'intersection de deux coniques, 
méthode développée dans la Géométrie Analytique de M. Pru- 
vost. Enfin, on peut encore l'exposer en étudiant la réduction 
simultanée de deux formes quadratiques (voir le Mémoire de 
M, Darboux, Journal de Liouville, 2® série, t. XIX, p. 347), etc. 

La méthode que j'emploie est purement algébrique, essen- 
tiellement différente de celles que je viens de rappeler. Mais 
je ne l'ai appliquée, jusqu'ici, qu'à tout ce qui concerne 
l'ordre de multiplicité des divers cônes passant par l'inter- 
section de deux quadriques. Elle conduit très simplement à 
tous les résultats de cetle nature, et sa grande simplicité m'en- 
gage à la publier. Elle n'indique pas, du moins il ne m'a pas 
été possible de lui faire produire ce résultat, ce qui concerne la 
réalité, ou la non-réalité, des éléments géométriques étudiés. 

1. — On sait que, si l'on ilésigne par f(x, y y z, t) = 0, 
'!p(x, y, z, t) = les équations de deux surfaces 'un second 
ordre, l'équation 

(1) f{œ, y, z, t) 4- l^x, y, ^,0 = 

représente, quel que soit X, une surface du second ordre pas- 
sant par l'intersection des deux premières. Il y a quatre de 
ces surfaces qui sont du genre cône; les valeurs de X qui leur 
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correspondent sont les racines de rinvariant A(X), égalé à zéro, 
de la forme quadratique f+ Xç. Ceci n'est vrai cependant que 
si Ton admet que X puisse prendre des valeurs imaginaires. 

JL reste, dans ce qui suit, je laisserai complètement de côté 
la question de savoir si les éléments géométriques étudiés sont 
réels ou non. 

La méthode que nous allons exposer, s'applique avec succès 
à la résolution de deux problèmes importants, et permet de 
les résoudre complètement et simplement. Ces problèmes sont : 

/<* La recherche des directions principales d*une quadrique et les 
questions qui s*y rattachent ; 

2^ Celle des couples de sécantes communes à deux coniques. 

Dans ces deux cas, la méthode en question donne aisément 
tous les résultats relatifs à la réalité des éléments géomé- 
triques dont on s'occupe. 

2. — Nous nous plaçons dans le cas général, celui où l'une 
des formes, /"ou çp, <p par exemple, dépend de quatre variables 
indépendantes; alors il y a une infinité de substitutions 
linéaires qui permettent de ramener 9 à la forme 

a;' 4- î/" -4- ^* H- /». 

Supposons que Tune de ces substitutions (réelle ou imagi- 
naire) ait été eflfectuée a priori et soient 

m [ A^)!/>^; t)=ax'^aY+0''' z^ +a"7«+ 2 hyz+2Vzx+2¥xy 

^ ^ \ ■¥2CXt+2&yt'\'2C''zt = Qy 

(3) (p(a;, y, z, = a:' + y' -+- ^* 4- ^« = 0. 
les équations des deux quadriques. 

L'équation 

(4) f{x, y, z, t) - 5cp(aj, y, ^, = o 

représente alors les quatre cônes qui passent par l'intersection 

des deux surfaces, si l'on met successivement à la place de 

Sy dans cette équation, les racines de l'équation du quatrième 

degré en s, 

a — sV h' c 

V a -s h c' 

h' h a -s c" 



(5) 



c c c a — s 



= o. 



Soit So Tune des racines de cette équation; nous allons 
étudier, en particulier, le cône qui répond à la racine So. 
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Pour cela, nous nous appuierons sur Tidentité 

(6) f{x, j/, z, t) - So^{x, t/, z, =: X» + Y« + Z», 

identité dans laquelle X Y, Z désignent des fonctions linéaires 

et homogènes de x, y, z, t: 

!X = Ix -h my -^ rnz + pty 
Y = Vx -h m'y -f- n'z + pU, 
Z = rx -h m''y + 7fz H- p7. 

L'étude du cône {So) va se diviser naturellement en trois cas 
distincts. Nous supposerons d'abord que ce soit un véritable 
cône, c'est-à-dire que les fonctions X, Y, Z soient indépen- 
dantes; puis que ces fonctions se réduisent à deux, ce qui se 
fera, tout simplement, en posant 

r = m' = n = p" = o. 

Enfin, nous supposerons f — So<f carré parfait, et, pour 

tenir compte de cette hypothèse, dans les calculs effectués, 

nous poserons 

r = m' = n' = p' = o, 

l = m = n = p =0. 

Nous verrons que les deux derniers cas ne sont réalisables : 

le second, que si Sq est racine double, au moins; le troisième, 

qu'en supposant So racine triple, ou quadruple, de l'équation 

en s. 

3. — Ayant posé 

s ^ So -h <y, 
l'identité (6) donne 

(8) /•- 5a;=:X2 + Y« + Z« - ^x'- + î/* H- ^^ + O. 

On obtiendra évidemment les valeurs de 8 répondant aux 
autres racines de l'équation (5) en exprimant que cette forme 
quadratique admet une solution double. 

Alors, les équations obtenues en annulant les quatre déri- 
vées partielles, ont une solution. On peut ajouter les inconnues 
X, Y, Z; et l'on obtient le système des équations linéaires et 
homogènes : 

ax = ix +/T +rz, 

.(5y = mX + m'Y + m"Z, 
^^^ Uz = nX -h n'Y -+- n"Z, 

fst =pX -f-jp'Y -hp'Z; 
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!X = lx -hmy -{-nz -h p^ 
Y = Vx + m'y + nz + p7, 
Z =rx-h m'y + n"j5 -h p'7 ; 
qui doivent avoir une solution. 

Si Ton multiplie les équations (9) par l, m, n, p, puis qu'on 
ajoute, que Ton fasse de même avec les deux groupes /', m% 
n', p' et r, m\ n", p", on obtiendra, en tenant compte dèa 

équations (10), 

((A- (t)X +B'T-h B'Z ^ o, 

(H) j B'X H- (A' - (t)Y + BZ =: o, 

(b'X + BY+ (A'' - (y)Z = o; 

équations dans lesquelles A, A', A.\ B, B', B" désignent les 

constantes suivantes : 

( A r^Z« +m» -hn^ -hp\ B z^/T+mV-hnV-f-py, 

(12)] A' =r« +»i'« -+-n'* 4-/% B'*=r/ +m"/n +7i"n -hp>, 

( A"=r«4-m''*+n''»+p"*; 3^=11' -hmm' -^nn' -i-pp\ 

Les équations (H), linéaires et homogènes par rapport aux 

inconnues, X, Y, Z, devant avoir une solution, on voit que n 

est donné par Téquation 

A-(y B' B' 

(13) B" A' - ç B 

B' B A" - (7 

en posant, K = A -4- A' + A'', 

H = A'A" - B« H- A"A - B'» + AA' - B"», 

A = AA'A' 4- 2BB'B'' - AB» - A'B'^ - A^'B"». 

Soit <y' une des racines de (13); les équations (11), pour 

d = (y', donnent des quantités proportionnelles à X, Y, Z, 

X', Y', Z'; si Ton porte ces nombres dans les formules (9), on 

obtiendra les coordonnées homogènes du sommet du cône 

(so -4- (t')- 
Le sommet du cône {Sq) est le point commun aux plans 

X=o, Y = o, Z = 0; donc, si Ton désigne par L, M, N, P, les 

déterminants du troisième ordre obtenus en supprimant la 1**^, 

la 2"% la S'"^ la 4""** colonne de la matrice : 

l m n p 

V m' n' p' 

l m n p 
les coordonnées de ce sommet sont (L, — M, N, — P). 



= (j8 - Ka« + H(T - A = o ; 
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Dans la première partie de ce travail, nous admettrons d'a- 
bord que L, M, N, P ne sont pas tous les quatre nuls, c'est-à- 
dire quo le cône (Sq) est un vrai cône. 

Le plan polaire de ce point, par rapport à la surface corres- 
pondant à 9(aî, y, Zy t) =0,0. pour équation 

(14) La? — My 4- Njs — P/ = o . 

En tenant compte de Tidentité (6), on voit que le plan polaire 
du sommet du cône (^o), par rapport à la surface f{x, y, z, t) = o, 
est aussi représenté par Téquation (14). 

De plus, tous les points dont les coordonnées vérifient les 
formules (9), lorsqu'on y regarde X,Y, Z comme étant des quan- 
tité quelconques, appartiennent au plan (14); rien n'est plus 
aisé à vérifier. Qnpeut donc considérer les formules (9) comme 
étant les équations du plan polaire du sommet du cône {s^)y 
en fonction de trois paramètres arbitraires, et l'on arrive ainsi 
au théorème suivant : 

Théorème. — Les plans polaires du sommet de Vun des cônes 
qui passent par tintersection de deux quadriques, par rapport à 
toutes les surfaces (1), sont identiques; et ce plan contient les points 
doubles des autres cônes qui passent par cette intersection. 

(A suivre.) 



SUR LES DETERMINANTS TROUES 



Lorsque, dans un déterminant, certains éléments s'éva- 
nouissent, nous dirons que ce déterminant est troué. Nous 
nous proposons d'étudier l'influence des vides, que renferme 
un pareil déterminant, sur le nombre de ses termes. 

Nous représenterons par O^ le zéro écrit dans la ligne a et 
dans la colonne p. 

1. — Lorsque, dans un déterminant d'ordre n, un seul 

élément est nul, tous les termes du mineur correspondant 

disparaissent. On en conclut que le nombre des termes du 

déterminant considéré est 

nl-(n-l)! 

JOURiNAL DB MATH. SPÉG. — 1891. 1 . 
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On peut toujours supposer que rélément nul, considéré, 
occupe le premier rang; par suite, en désignant par pn, oî (ou 
plus brièvement encore par pn, i), le nombre des termes d'un 
déterminant d'ordre n, dont le premier élément est nul, nous 
aurons 

pn, 1 = pn,Ol = Wl - (n- l)! 

Nous poserons, pour abréger un peu récriture : 

Vn = n\ 
et, avec ces conventions, nous écrirons ainsi la formule pré- 
cédente 

pn, i = pn, 0\ = Vn — î^n— 1 . 

2. — Supposons maintenant que A ait deux éléments nuls, 
mais non situés dans une même rangée. On peut alors supposer 
qu'ils occupent le premier et le second rang de la diagonale 
principale : nous les représenterons par Oî, Ol. Le nombre 
des termes de A sera représenté par pn, o;o;, ou encore, plus 
brièvement, par pn,2 (*).Nous nous proposons de le déterminer. 

En développant en mineurs, par rapport aux éléments de la 
première colonne, on obtient les résultats suivants : 1® le pre- 
mier élément donne des termes qui sont nuls; 2° le second, 
multiplie un déterminant d'ordre (n — i), non troué; il donne 
Vn— i termes ; 3® tous les autres, lesquels sont en nombre (n — 2) 
multiplient des déterminants d'ordre n — i, possédant un élé- 
ment nul. A chacun d'eux correspondent des termes dont le 
nombre est pn— i, o}, c'est-à-dire Vn— i — Vn— 2. 

D'après cela, nous avons donc 

Pn,2 = pn,OlO? = Vn-l 4- (n — 2)[i;„-.i — Vn--^. 

Cette formule peut être écrite sous une forme plus symé- 
trique, en observant que l'on a 

et Vn-i - (n - 2)î;n-2 = Vn-2 (**)• 

(*) En général pn, h désignera dans ce qui va suivre le nombre des termes 
différents de zéro pour un déterminant d^ordre n, dans leqiu l les kpremiers été 
ments de la diagonale principale sont nulSy tous les autres éléments du détermi- 
nant étant différents de zéro, 

(•*) Cette seconde égalité se déduit de la précédente. En effet, celle-ci 
donne 

Vn^i = (n — I )Vn-2 = (w — 2)t;„_2 + Vn-2. 
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On a donc 

Pn,2 = pn,0;OÎ = ^n — 2rn-i H- Vn-2. 

3. — Ce résultat permet de soupçonner la loi à laquelle 
obéissent les fonctions 

p»,0|, pn,Olo5, pn,0|030î, OtC. 

Nous poserons, en conséquence, 

(F) pn,p = p«,Ol03 ... Oj = i^n - C^^n-l + c2Vn-2 • • . -4- (- O^Vn-p , 

Cp désignant le nombre des combinaisons de p objets pris, i 
à i, et nous allons montrer que cette loi subsiste pour la fonction 

?n,p+l = ?n,0\0l...0lX\' 

Développons A par rapport aux éléments de la première 
colonne. /® Le premier élément ne donne aucun terme ; 2** les 
éléments a^j aj . . . a*^^, qui sont en nombre p, portent sur des 
déterminants d^ordre (n — i ) possédant (p — i) zéros non situés 
dans une même rangée. Le nombre des termes correspondant 
à ces éléments est donc 

Ppn-i,Ol...oPz}, 

c'est-à-dire p \ Vn-i — 4-i, n-2H- ... | . 

Enfin, 5° les éléments apj^2 . . . «n portent sur des déter- 
minants d'ordre n — I, ayant p zéros n'appartenant pas à la 
n^ême rangée. Ces éléments donnent des termes dont le 

nombre est 

(n-p~ 1)pn-i,o}...o5, 

ou (^ — P — I ^'^-1 "" ^p^n-2 H- . . . j . 

Le nombre total des termes du déterminant considéré est 
donc 

p \ Vn-i - C*_iî'„_2 + . . . I 
(a) + (n - p - l) I Vn-i - clVn-2 "4- . • . |. 

Il est facile de reconnaître que cette expression est iden- 
tique à la suivante 

Vn - 4 + 1 + 4+l^'n-2 ... + (- lY'^^Vn-p-l. 

En effet, (A) peut S'3 mettre sous la forme suivante : 

(/l— l) { Vn-i — c],Vn-2 ... I 
4- p ! (4 - 4-l)^n-2 - (4 - 4-iW-3 "• l 
OU UVn-i — nCpVn~2 • • • — J ^n-1 — CpVn-2 " - \ 

+ P î Vn-2 — cl-iVn-3 + cl-iVn-i . • • }, 
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OU encore 

Vn - (W - 04^n-2 + (W - 2)4Vn-3 ~ (n - 3)Cprn-4 • • • 

— CpVn-2 ■+■ 24v„_3 — ^clVn^ . • • 
4- n{Vn-2 - cJ^lVn-3 + C^l^n-p . • • ) 

- { î;«_i — 4t'n-2 + 4Vn-3 • • • }• 

Finalement, (a) est égal à 



— I 



-4 

-4- p 



Vn-2 - Cp 

- jo4-.i 



Vn-3 



-4- . .. 



L'expression (a) étant mise sous cette forme, après appli- 
cation de formules connues, donne 

1 2 

pn,p+l = î^n — Cp+iVn-1 4- C|,+iVn— 2 • • • 

Ainsi, la loi soupçonnée est vraie, quel que soit jt?, pour un 
déterminant d'ordre n. 

4. — Les calculs précédents prouvent que Ton a, pour toutes 
les valeurs entières, positives, attribuées aux lettres n, p 

(p^n — i) , 

(U) pn,p+l =:pp„-i.p-i -^(n-p- l)pn-l,p 

Cette identité sera utilisée dans les développements qui 
suivent. 

5. — Parmi les déterminants troués, nous distinguerons 
particulièrement ceux qui sont diagonalement et totalement 
troués, c'est-à-dire ceux qui ont leur diagonale principale 
vide, tous les autres éléments étant différents de zéro. 

Le nombre des termes d'un pareil déterminant est, d'après 
notre notation, 

pn,n» 

Posons p„,n = On. En nous reportant à l'égalité (F), et en sup- 
posant p = n, on a 

pn,n = ^nCnVn - 4Vn-l + C^t^n-2 - • • + (- O'*» 

OU, encore, 

(1) . „.(' ' . .(-0- 



ôn = n!{^-yi 



ni 



(A suivre.) 



G. L. 
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AGREGATION DE MATHEMATIQUES 

CONCOURS DE 1890 (♦), 
Solution par M. LebeL; boursier d'agrégation à la Faculté de Marseille. 



On donne un triangle ABC et un point P dans son plan. 

/° Trouver le lieu des centres des coniques S inscrites au tri- 
angle ABC et qui sont vu£S, du point P, sous un angle donné w. 

2° Discuter ce lieu, en supposant que le point P se déplace dans 
le plan du triangle. 

3^ Démontrer que, si Vangle donné w est droit, toutes ces coniques 
S sont vues aussi, sous un angle droit, d'un autre point V. Mon- 
trer que, dans ce cas, si le point P se déplace, la droite PP' passe 
par un point fixe I et que le produit IP.IP' est constant. 

I. — Prenons, comme axes de coordonnées, deux côtés du 
triangle OA = a, OB = b, faisant entre eux Tangle 6. 

Les coniques considérées étant tangentes aux axes Ox et Oy, 
les segments u, v déterminés par une tangente à Tune d'elles, 
sur ces axes, sont liés par une équation homographique : 

(1) A.UV 4- Bu + Gv -h D = G. 

En exprimant que le troisième côté AB est une tangente, on a 
d'abord 

(2) Aa6 + Ba-+-G6-^D=ro. 

Soient a, p les coordonnées du centre. L'ordonnée de la tan- 
gente parallèle à Ox est égale à 2p. L'équation (1) divisée par 
u doit être vérifiée en y faisant u = oo et v = 2h. On a donc 

(3) 2Ap + B = o, 
et de môme 

(4) 2Aa + G = o. 
De (2), (3), (4), on tire 

A B G D 

I — 2p — 2a 2(ba -h ap) — ab 

(*) Voyez une autre solution, Journal, 1890, p. 220, 



14 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

Soit P(a;o, t/o) ^^ point fixe. Les coordonnées à l'origine (m, v) 

d'une tangente passant par ce point satisfont à la relation (1) 

et à la suivante 

vxq + M^o — uv = o; 

et, par suite, à la combinaison homogène 

A(VXq + Uï/o)' + (Bu + Gv){vXq h- ui/q) 4- J)uv = o. 

Le coefficient angulaire / = est donc racine de l'équation 

u 

{Axl 4- Cxo)/* - (2Aaroyo ^- BjTo + Ci/o -f- D)^ + (Ayo + B^o) = o- 
Soient Z^, ^j les racines de cette équation. Les tangentes 
issues de P faisant entre elles un angle w, on a 

[i + Va + (fos 1 + fj cOp ' 
tg' (D ^ (2Aa;oyo + Ba?o + Gy^ + D)" - 4(A?yg+Bt/o)(A.Tg 4-Ca;o) 
sin* ô" [ka^-hCxQ-hAyl-hByQ-h 2{kXoyQ-^BxQ-hCyQ+[))cosOy 

tg'» 0) {Bj?o + C^o + D)2 -h 4^o?;n(AD — BG) 

■ • — ♦ 

sia* [A(aj34-2/5-r2iCoî/oCOs6)-hB(a;oCos6+î/o)4-G(a;o + i/pCOs6)H-Dcos6]2 

Dans cette équation, homogène en A, B, C, D, remplaçons ces 
quantités par les valeurs proportionnelles trouvées et nous 
avons 

tû* 0) 

(5) -^ 

^ ' sin» 6 

_ [2p(a;o — g) -I- 2a(j/o — &) + a&? — 4(^ — 2a](b -~ 2^)3:01/0 

[(ajJ+t/o+soîoî/oCosO)— 2 p(XoC059-|-2/o-— acosO)— 2a(.'Co -hî/o <^os 9 — 6 cos 8) — abcos 6]^ 

II. — Cette équation représente une conique qui est le lieu 
des centres (a, p) des coniques S. Les termes du deuxième 
degré sont donnés par 

ti>' o> [p(cCo ~ g) + ajyo - b)V - 4a:o/yoap 

sin* ~~ [{Xq + 1/0 cos — ^cos Oja -h (a^o cos 4- î/o — a cos Oj|!>]* 

La na tui e de la conique (5) dépend du signe de Texpressi on : 

MN ^^^ - (x, - a)[y, - h)+ 2x,xjA 

_ [M^ -î^-!i - [y, - 6j2][N^ -^^ - (x, - a)«], 
•■ sm^ ^° ^ ■"■ sin* ^ ° '^ -" 

où Ton a posé 

M = a?o + (î/o — ^) cos 0, N == {Xq — a) cos 6 + i/o- 

On peut l'écrire ainsi 
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^ [M{x, -a) + N(y„ - 6)]^ + 4MN(ayo + bx, - ab] 

Eq égalant à zéro cette expression, on a Téquation du lieu 
des points P(Xo, ^o) pour lesquels la conique (5) est une para- 
bole. Ce lieu est représenté par Féquation 

(6) (a?* -^ y* H- 2a?y cos 6 .— aa? — 6^)* 

+ 4-r-r — xy (ay + ox — ah) — o. 
sin* 0) 

Elle est de la forme 

en désignant par 

Di = o, Dj = o, D3 = o; G = o, 
les équations des côtés du triangle, et celle du cercle circon- 
scrit à ce triangle. La courbe est donc le lieu des points tels 
que le produit des distances de l*un d'eux aux trois côtés du tri- 
angle est dans un rapport constant avec le carré de sa puissance 
par rapport au cercle circonscrit. 

Cette quartique est isotropiquCy elle n'a aucun point réel à 
Tinfini; elle possède un point double à Torigine, et, par suite, 
en chaque sommet du triangle. 

Pour que les tangentes à l'origine soient réelles, les termes 

du deuxième degré étant 

. . sin» Ô . 

iax 4- ouY — 4 -T-- — abxy, 
^ ^^ ^ sin« o) ^ 

il faut et il suffit que Ton ait 



/ 2 sin* 6\* 

(i r-r—] - I >o, 

\ sin* 0) / 

\ sin* 0) / 



4 sin» ô / sin» ô 

ou -^^^T-T — I —. — )>o, 

sin» (!) 

ou enfin sin» w — sin» ô < o. 

Dans le cas particulier ob. Ton suppose w = ô, la courbe pré- 
sente ua rebroussement à Torigine. 

En supposant le triangle équilatéral, et w = 60®, on peut 
vérifier que le lieu est unehypocycloïde à trois rebroussements. 

Pour discuter la nature de la conique (o) il suffit d'observer 
que les points situés dans Tangle xoy, en dehors du triangle, 
donnent des hyperboles. Les boucles, si elles existent, et la 
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région centrale donneront des ellipses; le reste du plan don- 
nera des hyperboles. 

III. — Si l'angle (o est droit, le lieu des centres (a,p) se réduit 
à une droite double représentée par 
(7) 2a(cro 4- î/o cos 6 — 6 cos 6) -+- 2^(0^0 cos 6 + yo — ^ ^os 6) 

— (^0 -^ yl -^ 2aîo!/o cos ô — aô cos 6) = o. 
Une conique étant définie par son centre et trois tangentes, 
pour qu'un second point P'(cri, y^) définisse la même famille 
de coniques, il faut et il suiSit qu'il y corresponde la même 
droite (7), c'est-à-dire que l'on ait 

^1 + (^1 — ^) cos ô (0*1 — a) cos 6 4- ^i 



(8) 



^0 + (t/o — b) cos 8 (Xq — a) cos 6 + ^o 
_ ^ + 2/î "•" 2^i?/i cos ^ — ab cos ô 



^0 "•" 2/0 + 2(roî/o cos 6 — a6 cos Ô 
Or, si Ton regarde x^,y^ comme des coordonnées courantes, 
la comparaison des deux premiers rapports, et de l'un d'entre 
eux au troisième, donne les équations d'une droite (D) et d'un 
cercle (C), passant par le point (a^o, y^) et qui auront un 
second point commun P'. Il existe donc deux points P et P' 
jouissant de la même propriété. 

La droite PP'passe parle point fixe commun aux deux droites 
^1 + {y\ — ^) cos 6 = 0, (iCi — a) cos ô 4- ^i = o. 

Ce sont les hauteurs du triangle, issues de A et de B. 

Donc PP' passe constamment par l'orthocentre I(X,Y) du 
triangle considéré. 

Le produit IP.IP' est égal à la puissance de I par rapport 
au cercle G. Mais les coordonnées X,Y annulant les deux pre- 
miers rapports (8), cette puissance se réduit à 

X« -H Y" 4- 2 XY cos 8 — a6 cos ô = Ôî^ — ab cos 8, 
quantité constante, que l'on peut d'ailleurs écrire autrement. 
Soient c le troisième côté AB, R le rayon du cercle circon- 
scrit. La distance de son centre à AB égale ~. On a donc 

0% 4- 6* + 
d'où IP.IF = 4R« ^ 



a« -+- 6* — c« 
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Solution géométrique de la troisième partie» — Nous nous 
appuierons sur cette propriété connue : 

Le cercle de Monge (K), relatif à une coniqne inscrite à un 
triangle est orthogonal au cercle conjugué à ce triangle, cercle 
dont le centre coïncide axec U orthocentre du triangle. 

1® Si le point P est un point commun aux cercles (K), le 
centre de celui-ci décrit une droite A perpendiculaire à IP. 
Les centres des coniques de la famille, qui coïncident avec les 
centres des cercles (K) décrivent donc cette droite A. 

2® Les cercles (K) passent par un second point fixe P' 
symétrique de P par rapport à A, et qui peut remplacer P'. La 
droite PP' passe par le point fixe L 

3° Le produit IP.IP' est égale à la puissance de I par rap- 
port à (K). Par suite de Torthogonalité des cercles (l)et (K), il 
est égal au carré du rayon du cercle (I) conjugué au triangle. 
Il est donc constant. 



EXERCICE ECRIT 



39. — On considère des paraboles P vérifiant les conditions 
suivantes : 

i^ L'axe A de P coupe Taxe ox en un point fixe A, oA. = a, 
2° La tangente au sommet passe par Toriginc. 
i" P est tangente à ox. 

Cela posé ; 

(à) On propose de trouver le milieu I de la corde focale qui 
est parallèle à ox et le lieu décrit par les extrémités M, N de 
cette corde. 

(6) Ayant décrit, sur MN comme diamètre, une circonfé- 
rence A, le diamètre de P, conjugué de MN, coupe A en des 
points dont on demande le lieu géométrique. 

(c) Trouver l'enveloppe de la directrice de P. 

(d) Quel est le lieu décrit par le pied de celte directrice? 
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(École noimale supérieure. Concours de 1890,) 
Note sur l'exercice 28 (*). 

1» Un cercle tangent en A à OX, de rayon R, est représenté par 

(1) x^ -\-y^ — lax 2Rî/ -h a* = o. 

Un cercle tangent en B à OY, le rayon r a pour équation 

it* + 3/* — 2ra; — 2hy + &^ = o. 
Leur axe radical a pour équation : 

(2) 2(a — r]x -h 2(R — h)y + 6» — a* = o. 
Ecrivons l'équation d'un cercle ayant même axe radical : 

a;3 -h j/« — 2035 — 2R1/ + a' H- X[2(a — r) a; + 2(R — h]y + 6* — a'] = o. 

Ce cercle passe par l'origine 

o«+ >(&* — 0«)=0, 
Son équation est donc 

(a» — 6») (a?2 + 2/*) + 2aic(6' — ar) + 26i/(R& — a=) = o. 
Sa tangente à Torigine est représentée par 

ax{b^ — ar] + &y(R6 — o») r- o, 

et aussi par Téquation 

hx -\-ay =• o. 
On a donc 

,nv a(b* - ar) 6(R& - a^) 

(3) = • 

a a 

Tirant R de (3) et portant dans (2), il vient 

r2a%^ — aV 1 
2[a — r)x -h 2, \ — 6 y + 6* — a* = o. 

On voit que la droite correspondante passe par un point fixe, intersection 
des droites représentées par les équations 

b*x H- a*y = o, 
2abx ■+■ 2 (2a* — b')y 4- &(6* — a») = o. 
Ses coordonnées sont donc 

a» &« 

2(a« — &«) ^ 2(a* — 6») 

2<* Pour avoir le lieu des points communs à ces trois cercles^ on élimi- 
nera R et r entre (1), (2) et (3). De (1), on tire 

_ 05* H- î/* + a* — 2005 

"~ 2y 

De (3) on tire 

_ b^{x^ ■+-y^-\-a^ — 2ax) — 4a*b^ 

Remplaçant R et r par ces valeurs dans (2) on a le lieu 

(x^ H- y^)(b^x -h a^y) — 2ab{bx + ay)^ -h a^b^\bx + 03/) = o. 
Celte équation représente une cubique circulaire (**), passant par l'ori- 
gine où elle admet comme tangente dUnflexion la parallèle à A6. Uasym- 

(*) Cette solution nous a été adressée par M. Waroquier, à Hirson. 

(**) Si a = & , la cubique se décompose. Elle est alors constituée par 
la circonférence tangente aux axes, aux points A, B, et par la seconde 
bissectrice. 
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piote qui correspond à la direction asymptotique réelle, a pour équation 

b*x 4- aH/ = — 

^ o« -h &« 

Pour construire la courbe, posons y = tz^ on aura 

x\i -h <»)(&» + aH) — 2ahx{h -h atf + a»6«(6 + ot) = o. 
Pour que x soit réel, il faut que 
(A) t[h + at)[ht(U^ — &«) -}- 0(36* — a»)] > o. 

Le produit des racines P a le signe de r;; , la somme des racines 

est du siffne de ; -• 

Coupons par OX, on voit que la courbe est tangente à cet axe en A, de 
même elle est tangente en B à OY. On peut toujours supposer a > o 
6 > o et a > 6; mais trois cas sont à distinguer: 

/•' Cas. 36»— o*> o. La discussion de (A) prouve (jue la forme géné- 
rale de la courbe est celle qui est indiquée, figure L 




^ Cas, 36*— a*<o. Dans celte hypothèse, la forme de la courbe est 
celle de la figure II. 
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3' Cas, Si nous supposons enfin a' = 




3b^, ce qui correspond au cas 
particulier visé par 
l'énoncé BAO= 3o% 
un fait remarquable se 
produit. La branche 
serpentine et Tovale 
viennent se rencon- 
trer en A , etla courbe 
p résente, en ce point, 
un point double. En 
d'autres termes, la 
cubique circulaire 
devient alors unicur- 
sale et elle présente 
l'aspect général qu'in- 
dique la figure III. 



QUESTIONS D'EXAMEN (*) 



1. — Sommer la série, dont le terme générât est 

(1) ^"= 1\~\ ' (**) ('^^S) 

ii(n* — 4) 

On observe, dans cet exemple, comme dans tous les cas 
analogues, que Vn peut se décomposer en fractions simples 

A B G 



n n — 2 n H- 2 
les coefficienis A, B, G vérifiant la condition 

A-f-B -i- G = o. 



(*) Énonces empruntés à la publication de la librairie Groville-Morant, 
20, rue de la Sorbonne. {Examens de V Ecole polyteclmiqttey 1890.) 

(**)0n trouvera {Nouvelles AnnaeSy 1856, p. 293) une sommation de cette 
espèce. M. Catalan, dans cette Note, considère la série dont le terme 
général 

n* — 3n -h 7 

^'" ~ n(n-h iXn-h 3)ln + 4)* 
En décomposant t/» en quatre fractions rationnelles dont les numéra- 
teurs sont indépendants de n, les déDominateurs étant respectivement 

n[n -i- i), (n + iJin-f- 2), (n 4- 2» -h 3), (n + 3) n -f- 4), il trouve 
7 5 3 35 



«» = 



12 
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n(n -f- 1 ) (n 4-1 )(n + 2) (n ■+■ 2)(n + 3) (n-h 3)(n -t- 4) 



Finalement, 



„ _ i3 I 

48 n -i- I 
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En effet, quand on réduit au même dénominateur ces trois 
fractions, le coefficient de n* est A + B + G; comme le numé- 
rateur de v„ est du premier degré en n, le terme en n* doit 
donc disparaître. 

D'après cette remarque, les séries de cette espèce sont tou- 
jours sommatoires. On a 

A B G 

M„ = — H 1 > 

n n — 2 n -h 2 



A B G 



n— 1 n — 3 n+i 
A B G 

Un-2 = 1 H- — » 

n — 2 ?i — 4 n 



Ws = - + ~ ^- - 



A B G 

— + — 4- _ 

3 I 5 

En ajoutant ces égalités, les fractions dont les dénomina- 
teurs sont 
n — 2, n — 3, ... 5 disparaissent, et l'on a 

G G A+G A+C 

n -h 2 n-h i n n — \ 

A+B A+B B B 

H 1 1 1 

4 3 2 1 

Dans l'exemple proposé, on trouve 

,A=:-5 B = -, G=-y,etc. 

La convergence de la série résulte de la formule trouvée. 
On sait, d'ailleurs, que toute série, dont le terme général est le 
rapport de deux fonctions entières de n est convergente, quand le 
degré du dénominateur est supérieur, de deux unités au moins, à 
celui du numérateur, (G. M. S., Algèbre, § 159.) 

2. — Construire la courbe qui correspond à V équation 

cos X cos y = a. (i > a> o) 

En donnant à x une valeur arbitraire, on a, pour y, une infi- 
nité de valeurs correspondantes. Nous construirons la portion 
de courbe qui correspond à la plus petite valeur positive de y 
qui vérifie l'équation proposée, quand on a donné à x une 
valeur déterminée. 
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Prenons OA = i , OP = a; sur OA comme diamètre décrivons 
un demi-cercle qui coupe en H Tordounée de P. De 0, comme 




centre, avec OH pour rayon, décrivons l'arc HK. Ayant pris 
sur cet arc un point quelconque M, la tangente en M rencontre 
OA en T. Si de T, comme centre, avecTM pour rayon, on décrit 
la demi-circonférence cMc , les ordonnées qui correspondent 
aux points c, c' donnent, sur le cercle trigonométrique, deux 
points D, D'; les arcs AD, AD', rectifiés, représentent les 
coordonnées d'un point de la courbe. 

Tous les points de l'arc HK ne peuvent pas être utilisés pour 
cette construction; mais seulement ceux qui sont situés sur 

Tare KjjL, [a étant le 
point de rencontre 
de KH avec la demi- 
circonférence décrite 
sur PA comme dia- 
mètre. C'est ce que 
met en lumière la 
discussion suivante. 
La relation 
P*9' ^' Oc.Oc' = OP.OA 

prouve que si l'on Oc< OP, on a, en même temps. Oc' > OA. 
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Il faut donc que la circonférence dont il a été question, circon- 
férence décrite de T, comme centre, ait un rayon TM plus petit 
que TP. Alors Oc étant plus grand que OP, on peut affirmer 
que Oc' est plus petit que OÀ. 
Gela posé on observera que, h désignant la longueur OH, on a 

AP = — A cos S = i- . 

C08 p cos p 

Et comme — = fttgY, 

sin« B 

on a 2 tff Y = ^ j 

^ ^ cos p 

ou cos* p + 2 tg Y cos p — I = G. 

La racine positive de cette équation est donnée par la 

formule 

W/ I "~ sin Y 
cos 3 = — tff Y + V^ I H-tff«Y = =- • 

Le point M doit être choisi sur HK, comme nous Tavons 
observé, de façon que Ton ait 

MT < TP. 

h 
Or: MT = /ttga, TP=TO-OP:= AcosB. 

^ cos a 

On doit donc avoir 

r 

te a < cos 3, 

° cos a ^ 

ou 

^ ' ~ sin a 

(2) cos p < 

^ cos a 

Cette inégalité, combinée avec l'égalité (1), donne 

T — sin Y I — sin a 
L< 

cos Y cos a 

Après avoir chassé les dénominateurs qui sont positifs, on 
trouve, finalement 

2 sin sin (45 ~ - j sin (45 H — ] > o. 

L'angle y étant inférieur à —, on voit que a doit être plus 

ji 

petit que y- La partie utile de HK est donc Tare K|jl. 

La construction de la tangente en un point de la courbe 
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considérée se fait très simplement, avec la règle, en observant 

que 

_tg^ 

^ tgy 

Si Ton pose (fig. i), 

AD'= Xy AD = j/. 
AT' 
On a !^' = " ÂT^ ' ®^^- 

/'S'- "^ La courbe est symétrique par rapport 

aux axes de coordonnées et par rapport aux bissectrices de ces 
axes. Elle se compose d'une infinité d'ovales égaux à celui 
dont on a représenté (fig. 3) la partie comprise dans l'angle yox. 




QUESTIONS PROPOSEES 



306. — Soient A', B', G, D' les projections des sommets 
d'un tétraèdre ABCD sur un même plan P, et soient A^, B^, 
Cl , Di les orthoccntres des triangles B'G'D', G'D'A', D'A'B', MB'G\ 

Démontrer : 1® que les perpendiculaires abaissées des points 
A' et Aj sur le plan BGD, et les six droites homologues, appar- 
tiennent à un même hyperboloïde ; 2® que les perpendiculaires 
abaissées du milieu des droites A'A^, B'B^, G'Ci, D'D^, sur les 
faces correspondantes du tétraèdre ABGD, concourent en un 
même poiot. (J» Neuberg,) 

307. — Étant donnée une ellipse E, trouver dans l'espace 
tous les couples de droites A, A' tels, qu'il existe un rapport 
constant K entre les distances d'un point quelconque de E à 
A et A'. (J. Neuberg.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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ÉTUDE DES CÔNES 

PASSANT PAR l' INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES 
Par M. Bninbertf professeur au Lycée Louis-le-Grand. 

(Suitey voir p. 5.) 



4. — Si Ton regarde, dans les formules, (9) X, Y, Z comme 
des paramètres variables, il est facile de voir que toute relation 
linéaire et homogène entre ces variables représente une droite 
du plan (14); je puis donc, à ce point de vue, traiter X, Y, Z 
comme des coordonnées trilinéaires qui définissent un point 
du plan (14), et chercher les équations des deux coniques 
déterminées par le plan (14), dans la surface 9 = et dans le 
cône (So). J'obtiendrai ainsi 

(15) AX» + AT» + A'Z« 4- 2BYZ -h 2B'ZX + 2B'XY =0, 

(16)(AX-hBT4-B'Z)»+(B'X+AT+BZ)«+(B'X-hr3Y4-A''Z)»=o. 
La première équation représente la conique d'intersection de la 
surface 9 = 0, par le plan (14); la seconde, la conique d'inter- 
section du cône (Sq) par le môme plan. 

Je compare successivement ces deux coniques à la conique 
r qui correspond à l'équation X» + Y* -1- Z» = o. 

Le couple de sécantes communes à la conique (15) et à la 
conique F est donné par l'équation 

AX«h-AT«-hA'Z»4-2BYZ4-2B'ZX+2B'XY^X(X»-+-Y>-*-Z«)=o, 
X étant déterminé par l'équation 

(17) X»-KX»4-HX- A = o; 

pour une raciue de cette équation, les points doubles des 
sécantes communes se déterminent par les équations 

/ (A - X)X H- BT 4- B'Z = o, 

(18) j B'X + (A' - X)Y ■+. BZ = o, 

( B'X + BY ■+. (A' - X)Z = o. 

De même Téquation 

(AX4-B''Y4-B'Z)«-H(B"X4-AT-4-BZ)«H-(B'X4-BY4-A'Z)« 

- {x(X> + Y« + Z*) = o 

JOURNAL DK MATH. SPKC. — 1891. 2 
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représente deux droites, sous la condition que [k soit racine 

de réquation 
A»4-B'«-f.B'«-{ii, AB"-f.A'B"H-BB' AB'+BB^+B'A' 
AB'H-A'B'+BB', B'»-hA'* + B»~îx, B'B^+BA'+BA' = o. 
AB'4-BB''+B'A^ B'B'+BA'+BA', A'^-hB^+A^'-jx 
Les coordonnées des points doubles de ce couple de droites 

vérifient les équations 

( AP + B'^O + B'R = (xX, 

(19) B'T ■+. A'Q + BR = ji-Y, 

( BT 4- BQ -h A''R = (jlZ, 
dans lesquelles 

( P = AX + B'T H- B'Z, 

(20) j Q = B"X + AT + BZ, 

( A = B'X + BY + A''Z. 
Le premier membre de Téquation en [k provient, si Ton y 
fait (JL = X*, de la multiplication du premier membre de 
réquation (17), mis sous forme de déterminant par le déter- 
minant qui s'en déduit en y changeant X en — X. On aura 
donc réquation en [x en changeant X en — X, dans le premier 
membre de l'équation (17), et multipliant entre eux les deux 
polynômes ainsi obtenus, puis en posant X* = {jl, et annulant 
le résultat. On a ainsi 

(21) ix« - (K^ - 2H){x« + (H^ - 2KA)fA - A« = o. 

5.— Gela posé, observons que la règle connue, relative à la 
multiplication des déterminants, donne 

(22) A = L« -4- M« H- N« + P*. 

Rien n'est plus facile alors que de faire la discussion com- 
plète du problème qui nous occupe. 

l*"^ Cas. — Sq est une racine simple de réquation (S). 

L'équation (13) n'a pas de racine nulle, A est différent de 
0, et, d'après la formule (22), L, M, N, P ne sont pas tous les 
quatre nuls. Donc, l'équation qui correspond à la racine Sq 
représente un vrai cône, et son sommet n'est pas un point 
commun aux deux surfaces /* = o, (p = o. 

Les équations (17) et (21) n'ont pas de racine nulle, et les 
coniques (15) et (16) sont de véritables coniques. 

2® Cas. — Sq est une racine double de V équation (S). 
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alors l'équation (5) a une racine nulle ; on a donc 

(5) A = L* 4- M» + N» + P« = o. 

Le sommet du cône (Sq) est un poiut de rencontre des deux 
surfaces /'= 0,9 = 0. Le plan (14) est un plan tangent commun 
aux deux surfaces en ce point. 

Les équations en X et jx, (17) et (21), ont chacune une racine 
nulle, ce qui montre que les coniques (15) et (16) sont deux 
' couples de droites. Ceci est évident, si l'on pense à la signifi- 
cation géométrique de ces coniques ; il est évident aussi que 
ces couples de droites ont même centre. Nous allons, du reste, 
établir cette propriété par 
le calcul. 

Le point double de la co- 
nique (15) est défini par les 
équations (18); celui delà 
conique (16) par les équa- 
tions (19) et (20). Les équa- 
tions (18) se réduisent à 
deux équations distinctes, 
pour X = o, puisque X = o 
est racine simple de l'équa- 
tion en X; donc il y a. un fig. 4. 
déterminant du second ordre, tel que A A' — 13'*, par exemple, 
qui n'est pas nul. Alors, pour jx = o, les deux premières 
équations (19) conduisent à 

(P=p(BB'-A'B'), 

(23) Q = p(B'B*-AB), 

( R = p(AA' - B"*). 

Si l'on multiplie ces trois équations respectivement par BB'' 
- A'B', ^'W - AB, AA' - B'S et qu'on ajoute les produits, on 
obtient 

p[(BB' - A'B')* -h (B'B' - AB)« + (AA' - B'»)«] = o, 
en tenant compte de l'équation A = o. Or, on a 

(AA' - B'«)(A'A"-. B«) - (BB''- A'B')« s A'A, 
(AA' - B''*)(AA' - B'«) - (B'B" - AB)»=:AA; 
on en conclut, puisque A = o : 

(24) (BB''-A'B')«-h(B'B'-AB)«+(AA'-B"2)«=(AA'-B'^)H. 
Dans le cas actuel, H n'est pas nul, on doit donc prendre 
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p = 0, et les équations (23) sont alors identiques aux équations 
(18). Il est donc bien établi que les deux coniques (15) et (16) 
ont même centre, et possèdent chacune un centre unique; on 
verra plus loin que cette propriété se conserve pour les 
autres couples de sécantes communes. 

Le plan tangent commun aux deux surfaces n'est pas tan- 
gent au cône (Sq). 

De pluS; les deux génératrices du cône, situées dans ce plan, 
diffèrent toutes deux de celles de la surface 9 = 0, car si nos 
deux couples de droites avaient une droite commune, cette 
droite appartiendrait à un cône différent du cône (S^) et ce 
cône ne pourrait répondre à une racine simple. Ceci résulte 
de la propriété précédente et de ce que <i est racine simple. 

3« Cas. — Véquation (5) a deux racines doubles. 

On a alors A = o, K* — 4H = o; 1* s trois équations en d, 
en X et en fji, ont chacune une racine nulle et une racine double. 

Les deux couples de droites (15) 
et (16) ont même centre, et cha- 
cun d'eux contient une droite qui 
est tangente à la conique F, défi- 
nie plus haut (X» -4- Y* + Z* = o) ; 
il faut montrer maintenant que 
cette tangente est la même pour 
les deux couples. Si [a est racine 
de réquation (21), il y a une 
racine correspondante de l'équa- 
tion (17) qui est liée à [jl par la condition X* = (x ; on voit aisé- 
ment alors, qu'en remplaçant P, Q, R par XX, XY, XZ, dans les 
équations (19), elles deviennent identiques aux équations (18). 
Donc les équations (19) admettent la même solution que les 
équations (18), et nos deux couples de droites sont tels qu'ils 
donnent le même triangle polaire de la conique T. Par suite, 
dans le cas actuel, nos deux couples de droites ont une droite 
commune tangente à la conique F, 

4* Cas. — So est une racine triple de réquation (5). 

Alors on a A = o, H = o; les équations (23) se réduisent 




Fig. «. 
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à deux, et, comme elles contiennent l'inconnue p, déterminent 
une infinité de points doubles de la 
conique (16). Le cône (Sq) est donc 
coupé par le plan tangent commun 
auK deux surfaces suiyant deux 
droites confondues; ce plan est tan- 
gent au cône. Le couple de droites 
(IS) a son centre sur la conique F; 
c'est un point de la droite (16). Enfin, 
cette droite (16) n'appartient pas au 

couple (15), puisque les autres couples de sécantes communes, 
relatives successivement à (15) ou (16) el à F ont même centre. 

5® Cas. — So est une racine quadruple de Véqaation (5). 

Alors A = G, H = 0, K = o; le couple de droites (IS) 

se compose d'une tangente à la j 

conique F et d'une droite issue du 
point de contact; le couple (16) se 
compose de deux fois la tangente. 
Les deux surfaces ont une généra- 
trice commune, un plan tangent 
commun en un point de celte gêné- Fig,i. 

ratrice, et le cône (S©) est langent à ce plan le long de la 

génératrice commune. 

(A suivre.) 



SUR LES DETERMINANTS TROUES 

{Suite, voir page 9.) 




6. — Cherchons maintenant le nombre des termes qui 
existent dans un déterminant diagonalement troué (la diago- 
nale étant vide, en totalité ou en partie), quand on suppose que 
d'autres éléments s'évanouissent. Nous ne considérerons que le 
cas où il n'y apasplus de deux zéros dans une raugée; la méthode 
que nous allons indiquer s'appliquera, mais en fournissant 
des résultats de plus en plus compliqués, au cas où le nombre 



30 JOURNAL DK SIATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

des éléments nuls, situés dans une même rangée, est supé- 
rieur à 2. 

On peut toujours supposer que les éléments nuls de la dia- 
gonale sont a}, al, ... aj, et que celui qui, en dehors d'eux, 
s'annule, est placé dans la première colonne; nous le désigne- 
rons par oj, en supposant qu'il appartient à la ligne de rangf , 
Mais deux cas sont à distinguer, suivant que l'on suppose 
q>p ou y < p. 

1® g>p- En développant A, par rapport aux éléments de 
la première colonne, on peut observer : 

y® Que le premier élément ne donne aucun terme; 

^ Les (p — I ) éléments suivants porlent sur des déterminants 
d'ordre (n — i), ayant j> — 2 zéros, diagonalement distribués 
et qui produisent 

5° En dessous de la ligne de rang p, abstraction faite du 
terme oj qui ne donne aucun terme dans A, on trouve n — p — i 
éléments portant sur des déterminants, d'ordre n — i, possé- 
dant p — I zéros disposés en diagonale; ils donnent 

(m — p — I )p„_^^ p_J^ termes. 

Finalement, le déterminant considéré possède 

En observant que, d'après l'identité (U), on a 

9n,p^ (p - l)pn-i,p-2-*- (^ - P)9n^,n-i 

on voit que, le nombre cherché 

2® ? < p. Dans ce cas, on raisonnera de la manière sui- 
vante : 

y® Les p premiers él'^ments de la première colonne, abstrac- 
tion faite des éléments o{, oj qui doivent être négligés, portent 
sur des déterminants d'ordre n — i, ayant p — 2 zéros distri- 
bués diagonalement; ils donnent, dans A, 

(p - 2)p„^^,p_a termes. 

2^ Les n — p derniers éléments de la première colonne mul- 
tiplient des déterminants d'ordre n— i, possédant (p— i) 
Kéros en diagonale; et à ces éléments correspondent 
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En résumé, le nombre total des termes est 
En tenant compte de Tidentité (U), on trouve 

(^0 
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termes. 



Pis p 



= p — p 



(q<p)' 



7. — On peut apprécier, par les résultats du paragraphe pré- 
cédent, la délicatesse du sujet que nous essayons de traiter 
ici. Nous venons de voir, en effet, que les résultats sont diffé- 
rents suivant la position occupée dans la première colonne par 
le terme qui s'évanouit en même temps que certains éléments 
de la diagonale. 

Il ne parait donc pas possible d'aboutir, dans cet ordre de 
recherches, à une formule générale, donnant, en fonction du 
degré du déterminant, et des indices qui affectent les termes nuls, 
V expression générale du nombre des termes de ce déterminant {*), 
Il est, d'ailleurs, facile de vérifier, sur un exemple simple, 
la différence que nous venons de signaler, et qui peut sur- 
prendre au premier abord. 

Considérons les deux déterminants : 

X X X 

X X X 

X X X 

X X X 
qui renferment quatre éléments nuls 
quatrième étant aligné avec le premier, mais situé dans les 
deux positions que nous avons distinguées tout à l'heure. 



A = 



A' = 



X X X 
X X 
X X X 
X X X X 

trois en diagonale; le 



On a 



A = - 



XXX 




XXX 


X X 


+ 


X X 


XXX 




XXX 



Chacun des déterminants mineurs de A, possédant un zéro, 
donne quatre termes; ainsi, A possède huit termes. 

( *) A notre connaissance, le problème en question n'a pas été encore 
abordé. Peut-être, après la présente Note, donnera-t-il lieu à quelques 
recherches qui simplifieront les démonstratioDS données ici et permet- 
tront de le résoudre complètement, au moins dans certains cas particu- 
liers, comme celui que nous avons examiné précédemment, en traitant 
des déterminants diagonalement troués. 



XXX 




XXX 


X X 


— 


X X 


XXX 




X X 
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Considérons A^ Nous avons 

A' = 

Le premier mineur de A' donne quatre termes; l'autre, trois 
seulement; soit, seyt termes, totalement. 

8. — Appliquons, à ce même exemple, les formules (A), 
(A'), trouvées plus haut. 
Pour A, le nombre des termes est 
P4»« — Pi,j = 4! — 3 . 3! -h 3. 2! — I — (3! — 2.2! -4- i). 
= 24— 184-6 — I — 6-1-4— I =8. 
Pour A', le nombre des termes est fourni parla formule (A') 
qui donne 

P4.8 - Pl,l = II - (31 - 2!) = II - 4 = 7. 

On retrouve ainsi les résultats déjà obtenus. 

(A suivre.) G. L. 



LE TRIFOLIUM 



Par M. H. Broeard. 



Objet de cette notice. 

Le trifolium oblique a été étudié, pour la première fois à 
notre connaissance, par M. G. de Longchamps (J. S., 1887, 
203-20S et 220-223). 

Cette étude mériterait une nouvelle attention, parce qu'elle 
nous a donné Toccasion de reconnaître, dans le trifolium, un 
grand nombre d'intéressantes propriétés dont plusieurs sont 
probablemement inédites. 

M, G. de Longchamps (loc. cit.) a désigné sous le nom de 
trifolium oblique la podaire (g) de l'hypocycloïde à trois 
rebroussements par rapport à un point P de la circonférence 
tritangente (K). 

Grâce à la construction, bien connue et très simple, de la 
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normale à la podaire d'une courbe donnée, on peut arriver à 
étudier les propriétés de la tangente au trifolium ; cependant 
il est possible de compléter ces notions par un autre mode de 
génération du trifolium, rencontré à l'occasion de recherches 
déjà anciennes, et tout à fait indépendant de la notion de 
podaire. 

Construction du trifolium oblique. 

Par un point P d*une circonférence (v), on mène une corde quel- 
conque PR. Ehi point R comme centre, avec RP comme rayon^ on 
décrit un arc de cercle. Trouver le lieu de 9es intersections M, 
M' avec une parallèle MRM' à une direction fixe (f) (fig. 1). 

Le lie\i (M) est un trifolium oblique. 

En effet, si l'on prend P pour pôle, PD pour axe polaire» et 

^ en 




Ftgr. 4, 

qu'on désigne PD, PM^ MPD, RFP respectivement par 2a, p, 
CD, 6, on a l'équation 

(1) p = 40 COS (2(0 — 6) cos (co — 6). 

Si l'on prend P pour pôle et une parallèle PP' à {f) pour axe 
polaire, on a l'équation 

(2) p = 4a cos û) cos (2(0 4- 6), 

c'est-à-dire le résultat de la substitution de <o à ((o — 6), dans 
l'équation précédente. 

JOimNAL DB MATH. SPÉG. — 1891. 2. 
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Les équations (1) et (2) sont d'ailleurs faciles à identifier 
avec l'équation 

p = h COS (a 4- (o) COS 2(0 

donnée par M. G. de Longchamps (loc, cit,), et qui représente 
un trifolium oblique. 

On trouve cette construction, appliquée au cas particulier 
où la direction (/) est parallèle au rayon OP, dans la Géométrie 
analytique de M. G. de Longchamps (1884, t. II, 511-315); 
mais ce n'est que plus tard {J, S., 1886, Géométrie de la règle^ 
§ 126, p. 254) que l'auteur a proposé pour cette courbe la dési- 
gnation de trifolium droit. 

Nous y reviendrons dans la suite de cette notice. 

En coordonnées rectangulaires, les équations (1) et (2) 
deviennent, respectivement, 

(3) (ic» 4- y^Y = 2ax{x^ + y^) + 200^0;* — 3y') cos 2Ô 

+ 2ay(3x^ — y*) sin 2Ô ; 

(4) (x^ + j/*)* = 4ax(x^ — y^) cos Q — Sax^y sin 0. 

La substitution y = tx donne immédiatement pour x une 
fraction rationnelle ; la courbe représentée par les équations 
précédentes fait donc partie de la famille des courbes unicur- 
sales d'ordre n, à point multiple d'ordre (n — i). 

C'est une quartique unicursale à point triple à l'origine. 

Le dénominateur des expressions de x et de y, en fonction 
de ty ne peut s'annuler; la courbe est donc fermée. 

Points remarquables du trifolium oblique. 

La courbe (M) considérée comme lieu géométrique, mais 
non rattachée à l'étude de l'hypocycloïde, a été déjà signalée 
dans un Mémoire publié à Alger en 1874 et relatif aux Pro- 
blèmes ,dont la solution dépend de la trisection de l'angle. Nous 
avons montré, par exemple, que le lieu (M), abstraction faite 
du point multiple, rencontre la circonférence (v) en trois 
points A, B, G, sommets d'un triangle équilatéral {loc. cit. § 20). 

En effet, le cercle {v) a pour équation 

(5) p = 2a cos (0. 
D'autre part, l'équation (1) peut s'écrire 

(6) p = 2a cos (û -h 2a cos (3(0 — 2O). 
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Les points A, B, G sont donnés par Téquation 

COS (3(1) — 2Ô) = 0, 

3 

laquelle admet pour racines APD = 30*^ + - ô, etc., ou, en pre- 
nant les inclinaisons sur PP', APP' = 3o° — :: ^i etc. Ainsi, 

3 

Le triangle ABC est équilatéraL 

Il résulte de la définition même du lieu (M), que le trifolium 
(g) est doublement tangent aux deux tangentes HIH', H'I'H'" 
menées au cercle {v) parallèlement à (/*) (fig ,2). 

De plus, on a m = IH', YR' = TH'". 

On voit également que les angles HPH', H'PH'" sont droits 
(loc. cit.), 

La circonférence (K), de centre D, et de rayon PD, ren- 
contre- le trifolium en quatre points, P, P', G, G' situés sur 
deux parallèles à (/"). En outre, GG'estun diamètre du cercle (K). 

Le trifolium oblique et le trifolium régulier. 

L*équation (6) montre que le rayon vecteur du trifolium (g) 
est le résultat de Taddilion algébrique des rayons vecteurs 
des courbes représentées par les équations (S) et 

(7) p = 2a COS (3(0 — 20), 

courbes qui sont rapportées au même pôle P et au même axe 
polaire PD. 

La première représente la circonférence donnée {v); la 
seconde, que Ton peut écrire, indifféremment : 

(8) p = 2a COS 3(1), 

(9) p = 2a sin 3(d, 

représente un trifolium régulier ou équilatéral, podaîre de 
rhypocycloïde à trois rebroussements (ou hypocydoïde triangu- 
laire) par rapport au centre D du cercle tritangent (K)» 

L'angle ô joue le rôle de paramètre d'orientation pour la 
situation de ce trifolium (X). Celui-ci est donc tangent, à 
l'origine D, à trois rayons, parallèles aux cordes PA, PB, PC. 

Enfin, les sommets de ce trifolium (X) se trouvent sur la cir- 
conférence (K) et aux extrémités des rayons DA, DB, DG, en 
des points a', p', y'. 
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Ces propriétés sufifisent pour établir que le trifolium(^) est 
bien la podaire de l'hypoeycloïde triangulaire. 

On peut remarquer, en effet, que la podaire inverse du tri- 
folium (g) est l'enveloppe des droites m^ perpendiculaires aux 
rayons vecteurs SPm. Mais le lieu des projections J du point 
D sur ces droites mp, est précisément le trifolium (X), podaire 
de l'hypoeycloïde par rapport au centre D du cercle tritan- 
gente (K). 

La proposition est donc établie. 

Parmi les points remarquables du trifolium régulier, on 
peut signaler les extrémités I, I' du diamètre du cercle [v) per- 
pendiculaire à (/*), le point J, milieu de PP', et le quatrième 
sommet P" du rectangle JP'DP". Ces propriétés résultent, très 
simplement, de ce que les angles droits IPF, PPT' ont leurs 
sommets sur la circonférence (K) et leurs côtés tangents à l'hy- 
poeycloïde triangulaire. 

Tangente et normale au trifolium oblique. 

Le trifolium oblique est inscrit au trapèze isoscèle HH'H^H'", 
et tangent aux deux bases parallèles à (/). 
Les trois tangentes, au point multiple P, sont les droites 

rectangulaires PI, PI' et la perpendiculaire PP^ k(f) (loc, cit,). 

fi 
Elles ont pour inclinaisons, sur PP', respectivement, 45^ > 

ô 

90'» et 45*» H 

^ 2 

De l'équation (2) on tire 

(10) cotg V + tang w -h 2 tang (2(o + ô) = o. 

Au point P', (0 = 0; donc cotg V = — 2 tang 6. 

fi fi 

Au point G', (0 = — ; donc cotg V = — tang - ; par consé- 

quent la tangente en ce point est perpendiculaire à PD. 

Même conclusion pour le point G (fig, 3). 

Les parallèles à {/), menées par les points A, B, G, rencon- 
trent le trifolium en d'autres points, parmi lesquels on peut 
signaler trois points A', B', G oii la tangente au trifolium est 
perpendiculaire à (/). 
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Les rayons vecteurs correspondants PA', PB', PC sont paral- 
lèles aux rayons Da ou Da', Dp ou Dp', Dy ou Dy' du cercle 
(K). En d'autres termes, les quadrilatères APa'A', PBp'B', 
PGy',G' sont des rectangles. 

Les points A', B', G' résultent facilement del*équalion (10) 




car, en observant que V = 90® — (o, on la réduit à 

tàng 0) -h tang (2 w + ô) =^ o. 
Celle-ci a pour racines : 
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ô ô ô 

0)=—-» <i)=I20®— -> (i>=240®— -> 

3 3 3 

correspondant, respectivement, aux points A', B', G'. 

Enfin, il existe une droite NN', perpendiculaire à PD et tan- 
gente en deux points N, N' du trifolium, dont les rayons vec- 
teurs PN, PN' passent par les points V, V de rencontre de 
ir avec la circonférence (K). 

En raison des constructions précédentes, la droite IF ren- 
contre le trifolium en deux points seulement; et les tangentes 
au trifolium en ces deux points concourent au point d'inter- 
section de NN' avec PP'. 

Puisque le trifolium (g) est la podaire d'une hypocycloïde 
triangulaire circonscrite au cercle (K), on peut vérifier les 
propriétés déjà établies ou énoncées pour les tangentes à cette 
hypocycloïde. 

Au point P', par exemple, la perpendiculaire P'Q à PP' 
passe par le point Q, extrémité du diamètre PQ, dans le cercle 
(K). Prolongeant P'Q d'une longueur égale, QZ = QP'; la 
normale en P' à (g) doit passer par le milieu X de PZ. 

Désignant l'angle PP'X par ^, on a 

^ , QX PP' 4acosô I , ^ 

cote 4^ = :=r— = = -^ = - cote: 6. 

^^ P'Q 2P'Q 2.4asin6 2 ^ 

De même, au point G', on a la construction suivante : 

Prolonger QG' d'une longueur égale G'Z' ; puis joindre G' au 
milieu X' de PZ'. 

On voit immédiatement que G'X' est parallèle à PD, ce qui 
établit très simplement la propriété, vérifiée déjà, pour la tan- 
gente aux points G, G'. 

La propriété de la normale en N, d'être parallèle à PD, se 
déduira aussi de la construction de cette ligne : 

Projeter V, en N, sur PN. La projetante V'N rencontre la 
circonférence (K) en un autre point T. Prendre V'Q = V'T et 
joindre N au milieu de F de PQ. 

Il reste alors à démontrer que NF (normale en N) est paral- 
lèle à PD (fig. 4). 

On conclura aussi, de cette propriété, que le lieu des points 
F est une hypocycloïde à trois rebroussements, tritangente au 
cercle (v) décrit sur PD comme diamètre. 
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Pour établir le parallélisme des droites NF, PD, il convient 
d'observer que les lignes PQ, VV se rencontrent sur la per- 
pendiculaire DE à V'TN. 




Fig. 4, 



En effet, prenons, sur OV, OE = OV, et achevons le paral- 
lélogramme PVDE. 
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Ce parallélogramme est de nature particulière; il est formé 
par l'ensemble des triangles isoscèles DPE, PDV. Ainsi, angle 
PED = angle VPD = 9. 

VN étant parallèle à la bissectrice de l'angle EPD, forme 
avec PQ un angle égal à 90® — 9. Mais c'est précisément aussi 
l'angle de VN avec PO. On en conclut que la ligne NF doit 
passer au milieu F de PQ. 

Toutefois, il reste à prouver que, dans ces conditions, le 
segment QV est égal à V'T. 

C'est ce qui résulte, en effet, de la similitude des triangles 

PKE, QSE et du fait que les lignes EO, PK étant les médianes 

du triangle DPE, se coupent en un point e qui les divise dans 

le rapport 

eK_ i 

Pê'^2' 
On en conclut, immédiatement : 

SV I 



— > 



Y'Q 2 
ce qui établit la propriété énoncée. 

Ainsi la normale en N est parallèle à PD. 

Ces propriétés, ainsi que d'autres faciles à reconnaître, 

peuvent fournir le sujet d'un certain nombre de théorèmes de 

géométrie élémentaire. 

(A suivre,) 



EXERCICE ECRIT 



40. — On donne une circonférence A et deux diamètres 
rectangulaires ox, oy. Une droite, mobile, tangente à A, ren- 
contre ox, oy aux points A', B'. Soit A' la circonférence circon- 
scrite au triangle A'OB'. Les tangentes communes aux circon- 
férences A, A', touchent A' aux points P, Q. 

1® Trouver l'enveloppe de PQ. Cetle enveloppe est la circon- 
férence A. 

2° Trouver le lieu du point commun aux droites A'B', PQ. 

Ce lieu est constitué par les bissectrices des axes. 
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3® Lieu décrit par les points P, Q? 

Ce lieu est un système de deux courbes du sixième degré. 

4® Soit r l'une d'entre elles. Par le point 0, on mène une 
semi-droite qui coupe T en deux points A, B, et Ton prend, 
sur A6, un point I, tel que 

2 _ I I 



01^ AO^ OB^ 
Trouver le lieu décrit par I, quand AB tourne autour de 0. 

Notas sur l'exercice 39. 

1« On sait que Téquation 

représente une parabole, et que 

P = 0, Q = G, 
représentent, respectivement, l'axe et la tangente au sommet, lorsque les 
droites correspondantes sont rectangulaires. 

D'après cela, on voit que l'équation générale cherchée est 

(1) (y — U H- al)* -\- 4àk\ly + œ) = o. 

2» Le foyer se trouve situé à l'intersection de Oy avec Taie; son 
ordonnée est égale à — aX. 

Le lieu du point I, milieu de la corde focale parallèle à Oo;, est, d'après 
cela, une droite (rc + 2a = o) ; 

3° Le cercle décrit sur MN comme diamètre coupe le diamètre passant 
au point I en deux points. L'un, situé sur Oy; l'autre sur une droite 
fixe (05 -♦- 4a = o). 

L'équation de ce cercle est 

{x -h 2a)» -¥{y-h aX)* = 4a»(i + V); 

4* L'équation (1) mise sous la forme 

(X> -1- I) t oî» -♦- (y -h al)* I = (Xy -♦- » - aX»)*, 
met en évidence le foyer et la directrice de la parabole considérée. 
L*envelopp6 de la directrice est une parabole ayant pour équation 

y* H- 4ax = o ; 
5* Enfin le pied de la directrice étant au point où cette droite coupe 
l'axe, on a le lieu cherché en éliminant X entre les deux équations 

y — Xo; -h aX = o, Xy -h a? — oX» = o. 
On trouve que ce lieu est une stropholde ayant pour équation 

y '(2a — a?) = x{x — a)». 
Remarque. — Les résultats précédents sont susceptibles d'être démon- 
trés, très simplement, par la Géométrie. 
Voici la démonstration géométrique de la deuxième partie. 
Soit A le point fixe par lequel passe l'axe A. 

Le sommet S de la parabole mobile P décrit la circonférence décrite 
sur OA comme diamètre. L'axe de P coupe Oy en F ; le pied de la direc- 
trice est le symétrique de F par rapporta S. On reconnaît là une géné- 
ration de la strophoïde droite (Voyez C, M. S. ; p. 37 ; ex, 9). 
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QUESTIONS D'EXAMEN 



1. — Trouver la somme des carrés des coefficients du binôme. 

Parmi les solutions qu'on peut présenter de cette question 
classique, nous signalerons la suivante. 

Considérons Tégalité 

(1) y = (x — o)*(x — b)"^. 

En désignant par Aq, Ai, ... A» les coefficients binomiaux 
correspondant à l'exposant n, la formule de Leibniz, appliquée 
à la fonction y, donne, par un calcul facile, 

(2)j/(«) = n \\Al(x - ay -♦- k\{x - a)«-*(« - 6) + ... -h Aî(x-6)"|. 

En supposant a = 6, on a 

y = (oj - a)^, 
et, par suite, 

(3) ^(♦*> = 2n(2n — i) . . . {n+ i){x — a)**. 

D'autre part, la relation (2), quand on suppose a = &, devient 

(4) t/(«) = n!(aî - a)'»(A? -♦- Aj . . . + Aj). 

En comparant (3), (4), on obtient la relation connue 

A2 + AÎ^...^AÎ = ^!îl^^^)---^^-*-') 



n\ 



2. — Décom^poser la fraction rationnelle 

X 
(x* + X -4- l)* + I ' 

en fractions simples. 
Pour décomposer la fraction 



P» + Q* 
dans laquelle P, Q représentent des trinômes du second degré 
en X, en fractions simples, il faut, d'abord, établir l'identité 

P» + Q« s: UV, 
U, V désignant deux trinômes du second degré, à coefficients 
réels. On sait que cette identité est possible, mais il faut l'ob- 
tenir. 
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A cet effet, on observe que 

P + Qt =: (a 4- pi)(Y -h Si). 
Par suite P - Qt s (a - f^i){y - 8t). 

De ces identités, on déduit 

P* + Q« s: (a« -♦- P«)(y« -+- 8*), 
et, par conséquent, 

U s: a» -f- «>*, V s Y* + S*. 
Appliquons ces idées générales ao cas numérique proposé. 
Nous devons, en premier lieu, décomposer en facteurs ima- 
giaaires du premier degré, l'expression 

X* + x-^ I -h i. 
Par diverses méthodes, notamment en appliquant le procédé 
indiqué pour l'extraction de la racine carrée d'une expression 
imaginaire, on trouve 

a;* H- X -4- I -H t :s (a; + i — i){x -h i). 
Dans l'exemple traité, on a donc 
(x' -h a; -H. I )* *+• ï — (^* -+- 2a; -4- 2)(x* -+- i ), etc. 



NOTE SUR LA QUESTION 236 

Par M. H. 



D*un point M, on peut mener à une parabole donnée trois nor- 
males; trouver le lieu dupoirit M pour lequel les pieds forment un 
triangle d'aire donnée. 

Les normales aux points A, B, G se rencontrent en un point 
M, si le centre de gravité du triangle ABC est sur l'axe de la 
parabole. 

On a donc, pour coordonnera des quatre points : 

a« 

(A) y=a, ^^Tp' 

(B) t/ = 6, a? = ^l, 

(G) !/ = -(a + 6), ^==-zr^^ 
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,.,, ab(a -4-6) a^-^-ab-h b* 
W y = -T^' aî = i?H- -; 

L'aire du triangle ABC a donc pour valeur 
(S) K* = — (a - b)(a + 2b){b + 2a), 

2p 

et il resterait à éliminer a et 6 entre les équations (M) et (S) . 
En tenant compte du résultat indiqué (/. S. 1890, 27S) et du 
signe à donner aux expressions trouvées, on a 
[{a - 6)(a -f- 26)(2a -h b)Y =: 4(0* -hab-h 6«}» - 27a»6«(a -4- 6)» (*). 



QUESTION 243 (**) 

Stolvtion par M. Leimekugel. 



On donne deux axes rectangulaires Ox, Oj et un point A; 
autour de A, on fait tourner deux droites rectangulaires. A et A'. 
Soit P une parabole ayant pour axe A, pour sommet A, et passant 
par 0. Soit P' lene seconde parabole passant par 0, ayan/ k'pour 
sommet et A' potir aa;e. 

Ces deux paraboles^ abstraction faite de et A, admettent deux 
points communs; ceux-ci sont imaginaires, mais appartiennent 
à une droite réelle 8. Démontrer que S passe par un point fixe. 

(G. L.) 

Prenons pour axe des x la droite AO, et pour axe des y 
la perpendiculaire à cette droite. Posons AO = a et soit 
y — mx = G réqualion de A. 

Les paraboles (P), (F) sont représentées, respectivement, 
par 

(P) (y — mx)* — m*à{my -h jj) = o, 

(P') m*(my -h x) — a{mx — y) = o. 

(*) Cette identité fournit une solution particulière de l'équation 

(« H- 3w» = 4t^, 

(*•) La question 244 (Journal^ 1888, p. 120) a été résolue par M. Laisant 
(loc. cit., p. 185. Voir attôst, pp. 254, 284). Nous ayons reçu, depuis, une 
solution différente de celle que nous rappelons ici, de M. H. G. d'Ëtampes. 
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Développant, on a les équations 

y* — m^x* — 2mxy — m^ay — m^ax = o, 
m^y^ -\- mx* -4- 2wi*xj/ -f- ai/ — awMc = o. 

On en déduit 

y[y. — (2X 4- a)] = o. 

tn 

Ainsi, l'équation de la seconde sécante commune est 

Xy = 2x -h a. 

La droite correspondante passe donc par un poiut fixe 

( • o), symétrique du milieu de AO par rapport à A. 

Js 

Nota. — SolutioDS diverses par MM. Georges Assolant, élève au lycée 
Gondorcet; Ë. Baudran, élève au lycée de Rouen; H. G.» à Ëtampes; 
L. Rezeau. 



QUESTION 259 

Solution par M. Henri Matoux, maître répétiteur au Collège dlssoudun 

(Indre). 



Démontrer que, pour x'> i, on a la relation : 

2(X — l) 

Lx> -^ ^; 

X -h I 

le logarithme étant pris dans le système népérien. 

(Hermite.) 

^ . 2(X — ]) 

Posons y = La; ; 

{x — 1)* 

Nous avons y' = 



x{x -\- Ij* 

Ainsi y croit avec x. 

D'ailleurs, y et j/' s'annulent pour x = i; par conséquent, 
pour 53 > I on a y > o. 

Nota. — Autres solutions par MM. L. Rezeau; Ignacio Beyens, capitaine 
du génie à Cadix; Baudran, élève au lycée de Rouen; A. Curvat, élève au 
lycée de Nancy. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



308. — On considère une hyperbole H, de centre 0. Démon- 
trer qu'on peut trouver un cercle A, concentrique à H, tel qu'il 
existe des losanges inscrits à H et circonscrits à A. 

La circonférence A est réelle quand l'angle des asymptotes 
qui contient H est obtus ; son rayon s'obtient en élevant une 
perpendiculaire, au point 0, à l'une des asymptotes de H, jus- 
qu'à sa rencontre avec la courbe. 

Démontrer que si, d'un point de H, on mène les tangentes 
à A, les rayons qui aboutissent aux points de contact forment 
un faisceau harmonique avec les perpendiculaires élevées, 
en 0, aux asymptotes de H. (G. L.) 

309. — Un quadrilatère articulé abcd a son sommet a qui 
est fixe, les côtés ab, ad tournent autour de a d^angles égaux 
en sens inverses. On demande le lieu du point c. 

(Mannhem.) 

310. — On considère une courbe U et deux droites fixes ox, 
oy. Ayant pris sur U, un point mobile M; on mène, par ce 
point, des parallèles aux droites Ox, 0^;on obtient ainsi, sur 
ces droites, deux points F, Q. 

La droite PQ enveloppe une courbe V et touche celle-ci en 
un certain point M'. 

On demande quelle doit être la courbe U pour que MM' passe 
constamment par le point 0. (G. L.) 

Nota. — Nous publions dans le numéro de février du Journal de Mathé- 
matiques élémentaires une solution des questions 282, 284, 285, 292, 293, 296 
proposées par M. Â. Poulain dans le précédent volume du Journal de 
Mathématiques spéciales. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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ÉTUDE DES CÔNES 

PASSANT PAR l'iNTERSEGTION DE DEUX QUADRIQUES 
Par M. Hamberty prolesseur au Lycée Louis-Ie-Grand. 

[Suiief voir p. 25.) 



6. — Il reste à étudier maintenant le cas où le cône (Sq) se 
compose de deux plans distincts, et celui oîiil est formé par 
deuK plans confondus. 

1° Le cône (So) se compose de deux plans distincts. 

Alors /" = m' = n" — / = o, 

A' = B=B' = o. 

L'équation qui donne o devient 

(28) a« — (A -h A')(J -h AA' - B'« = o. 

Le sommet du cône qui répond à une racine de cette équa- 
tion est déterminé par : 

/9f\\ ^ oy=mX-hm% 

^^^^ 1 (iif = nX-hnX 

<jt = pX -f. p'Y, 

X Y 

le rapport :=. ou — étant donné par les deux équations 

équivalentes 

(^. [ (A-.)X + B''Y = o 

^ ^ 1 B'X + (A'-a)Y=o. 

On voit donc que les sommets de ces cônes sont situés 
sur la droite polaire de la droite X = o, Y = o, par rapporta 
l'une ou l-autre des surfaces /*= o ou <p =. o. De plus, si Ton 
observe que la somme des deux racines <j', a" de l'équation 
(25) est a' + d" = A + A', on voit que A - <y' = - (A' - O 

et que les valeurs du rapport = relatives aux deux cônes sont 

inverses et désignes contraires; donc les plans polaires de ces 
deux points par rapport à l'une oa Tautre des surfaces cor- 
respondant aux équations : 

/"=o, ç = o, X«-i-Y* = o, 

JOURNAL Dl MATH. SPéC. >-- 1891. 3 
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sont 

XX' + YY' = o, XX*^ -♦- YY" = o, X'X' + YT' ^ o. 

ils divisent harmoniquement le ceuple X = o Y = o, et aussi 
le couple des deux plans (Sq). 

Il est donc facile d'indiquer les positions qu'occupent les 
sommets de ces cônes, dans le casoliréquatioD (S) n'a qu'une 
seule racine double Sq. 

L'équation (8) a deux racines doubles. 

Alors l'équation (ib) a une racine double. Par suite, 

(A -f- A')» - 4(AA' + B"»} = o, 
ou (A - A')* - 4B''« = o. 

Ainsi, on a 

A - A' + 2iB" = o, 
ou A - A' - 2iB" = o. 

La première condition exprime que le plan X h- t Y = o est 
tangent à la surface cp = o ; la seconde, que le plan X — iY = o 
est tangent à celte surface. L'intersection des deux surfaces 
/"= o, <p = o est donc composée de deux lignes droites et d'une 
conique, ou bien de quatre lignes droites, suivant qu'un seul 
des plans (Sq) est uq plan tangent commun aux deux surfaces, 
ou bien qu'ils sont tous deux des plans tangents communs. 

L'équation (5) a une racine triple Sq. 

Alors AA' — B"* = o. La droite X = o, Y = o est une tan- 
gente commune aux deux surfaces f=o, 9 = 0. Les deux 
plans X + iY = o, X — îY = o no sont pas conjugués l'un de 
l'autre par rapport à la surface <p = 0, puisque A + A' ;zi o; 
aucun d'eux n'est donc tangent à la surface cp = o, et par suite 
à /* = o, et l'intersection se compose de deux courbes planes 
tangentes en un point. 

L'équation (S) a une racine quadruple Sq. 

AA' - B"« = o, A + A' = o ; l'un des plans X -4- îY = o, 
X — iY= o est tangent aux deux surfaces en un même point 
et l'autre plan passe par ce point. L'intersection se compose 
de deux droites et d'une conique qui passe par leur point de 
rencontre. 

2^ Examinons enfin le cas où le cône (So) se réduit à deux 
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plans confondus, ce qui peut arriver si So est racine triple 

ou racine quadruple de l'équation (5). 

On a ici 

V := m' ^ n' =^ p' =^ o 

r = m' =n' = p' = G, 
A seul n'est pas nul. La racine simple de Téqualion (5) est 
So + <r ou (T = A. Les équations (26) deviennent 

X ^y ^z t ^ 

l ^ m^ n~' p^ 

le sommet du cône simple est donc le pôle du plan X = o. Ce 

cône est le cône circonscrit commun aux deux surfaces le 

long de la courbe plane X = o, 9 = o. 

Enfin si Ton veut que Sq soit une racine quadruple, il faut 
faire A= o, ce qui exprime que le plan X = o est tangent à 
<p = o, et par suite à /*= o. Les deux surfaces ont deux géné- 
ratrices communes et même plan tangent tout le long de ces 
droites; ou mieux, elles donnent le même plan polaire pour 
un point quelconque du plan X = o, 

7. Résumé. — 1®' Cas. L équation (5) a quatre racines dis- 
tinctes. 

Par la courbe d'intersection des deux surfaces f= o, 9 = 0, il 
passe quatre cônes véritables, du second ordre ; leurs sommets 
forment un tétraèdre polaire commun aux deux surfaces. 
La quartique d'intersection ne présente aucune singularité. 

2® Cas. L'équation (5) a une racine double et deux racines simples, 

l^ Le cône qui répond à la racine double est un vrai cône. 

Les deux surfaces sont tangentes en un seul point; le cône 
double a son sommet en ce point et n'est pas tangent au plan 
tangent commun aux deux surfaces. La courbe d'intersection 
est une quartique ayant un véritable point double (à tangentes 
séparées). Les génératrices de /*— o, de <p = o, et du cône, 
situé dans le plan tangent commun aux deux premières 
surfaces forment un faisceau involuLif dont les rayons doubles 
passent aux sommets des deux cônes simples; la droite des 
deux sommets a même polaire dans les deux surfaces. 

^ Le cône double se réduit à deux plans. Aucun de ces 
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plans n'est tangent nià/=o, nià(p = o. Les deux surfaces 
se coupent suivant deux courbes planes ayant deux points 
communs distincts. Les deux cônes simples ont leurs sommets 
sur la polaire de la droite d'intersection des deux plans du 
cône double, et divisant harmoniquement ces plans ainsi que 
les segments déterminés dans les deux surfaces. Les deux 
surfaces sont doublement tangentes. 

3« Cas. Léquation (5) a deux racines doubles, 

1® Les cônes doubles sont deux vrais cônes. Les deux sur- 
faces ont alors une génératrice commune et se coupent ensuite 
suivant une courbe gauche qui rencontre la génératrice com- 
mune en deux points distincts. Ces points sont les sommets 
des deux cônes, et, en ces points, les deux surfaces sont 
tangentes. 

2*» L'un des cônes se réduit à deux plans, dont l'un est une 
plan tangent commun aux deux surfaces. 

Alors les deux surfaces /*= o, ç = o ont deux génératrices 
communes situées dans leur plan tangent commun; elles se 
coupent en outre sur une vraie conique qui est la base du 
second cône double; celui-ci a son sommet au point de contact 
des deux surfaces /*= o, 9 = o. 

3® L'un des cônes doubles se réduit à deux plans qui sont 
tous deux des plans tangents communs aux deux surfaces. 
Alors il en est de même du second cône, et l'intersection totale 
se compose de quatre génératrices qui forment un quadrilatère 
gauche. Les deux lignes de points doubles de chacun des 
cônes forment alors un couple de droites polaires par rapport 
aux deux surfaces. Il est dès lors aisé d'obtenir une double 
infinité de tétraèdres polaires communs aux deux surfaces. 

4® Cas. L'équation (3) a une racine triple. 

1** Le cône triple est un vrai cône. 

Les deux surfaces sont tangentes en un point. Ce point est 
le sommet du cône triple qui admet aussi, pour plant angent, 
le plan tangent commun aux deux surfaces. Celles-ci se coupent 
suivant une quartique ayant, en ce point un rebroussement. 
Le cône simple a son sommet dans le plan tangent commun 
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aux deux surfaces, sur une droite qui, avec la génératrice du 
cône triple, divise harmoniquement chacun des couples de 
génératrices des surfaces /*= o, © = o. Les sommets des deux 
cônes senties seuls points ayant même plan polaire par rapport 
aux deux surfaces. 

2<» Le cône triple se réduit à deux plans distincts. 

L'interseclion de ces plans est tangente commune aux 
deux surfaces, et Tintersection totale se compose de deux 
vraies coniques tangentes en ce point. Le sommet du cône 
simple est dans le plan tangent, sur la conjuguée harmonique 
de rintersection des deux plans par rapport à chacun des 
couples de génératrices des surfaces. 

3® Le cône triple se réduit à deux plans confondus. 

L'intersection se réduit à deux vraies coniques confondues, 
et le cône simple est un cône circonscrit commun aux deux 
surfaces. 

5* Cas. L'équation (5) a une racine quadruple. 

1° Le cône quadruple est un vrai cône. 

Les doux surfaces se coupent suivant une génératrice et 
une courbe gauche tangente à cette droite. Le point de con- 
tact est le sommet du cône, et les deux surfaces sont tangentes 
en ce point. 

2® Le cône quadruple se réduit à deux plans distincts. 

L'un d'eux est tangent aux deux surfaces en un point; l'in- 
tersection totale se compose de deux génératrices et d'une 
conique passant en leur point de rencontre. 

3® Le cône quadruple se réduit à deux plans confondus. 

Les deux surfaces ont en commun deux génératrices qui 
comptent, chacune, pour deux. Elles se touchent en chacun des 
points de ces droites. 

Remarque. — Si Ton supposait que, parmi les quadriques, 
une seule {f= o, par exemple) fût un cône, la discussion ne 
serait pas sensiblement modifiée. 

Il resterait à examiner le cas oii les deux quadriques sont à 
points doubles ; mais cet examen ne comporte aucune difficulté. 

(A suivre.) 
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SUR LES DÉTERMINANTS TROUÉS 

(SuitCf voir page 29.) 



8. — Pour nous borner, nous allons considérer dans ce qui 
suit, un déterminant dont la diagonale principale est vide et 
nous supposons, successivement, que les termes 

(I2, 0>-39 Qfi, , . 

s'évanouissent. Nous désignerons par 

a1 a1.2 a1.2.3 

^n» "n 9 ^n > • • • 

le nombre des termes, abstraction faite de ceux qui corres» 
pondent aux éléments nuls, de ces divers déterminants. 
La formule (A') donne, en supposant p = n, 

(1) ^n = Pn, n — Pn-1, n-2« 

La démonstration directe, faite sur ce cas, prouve que 

(2) eî, = (n - 2)p„_i, n-2. 

Ces deux résulfats concordent, si Ton observe que l'identité 
(U) (§ 4), appliquée au cas oli p = n — i, donne 
(3) p„,„:=:(n-- i)p„_i,n-2, 

et, par suite, pn, n — Pn-l, n-2 = (W — 2)pn_i, n-2. 

Des égalités (2), (3) on déduit 

.1 n — 2 

Vn = On* 

n— I 
6n désignant, comme nous Tavons dit, et par abréviation, la 
fonction pn, n. 

9. — Cherchons maintenant ô„, 2. 

En développant A par rapport aux éléments de la première 
colonne, on rencontre, après les deux premiers éléments qui 
sont nuls, un terme, difiFérent de zéro, qui porte sur un déter- 
minant d'ordre n — i, affecté de n — 2 zéros placés en diago- 
nale. A cet élément correspondent, par conséquent, 

pn-i,n-2 termes. 

Après le troisième élément on rencontre des termes, en 
nombre n — 3, qui, dans le développement que nous imagi- 
nons, sont associés à des déterminants d'ordre n— i, ayant 
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n — 2 zéros en diagonale et, en outre, un zéro placé en dehors 
de cette diagonale et situé de telle façon que les deux lignes 
qui se coupent sur le zéro rencontrent aussi deux zéros de la 
diagonale. Pour avoir le nombre des termes qui correspon- 
dent à ces (n — 3) éléments, il faut, pour chacun d'eux, appli- 
quer la formule (A') dans laquelle on remplacera : 

n par n— i, 
p par n — 2. 
Finalement, le nombre cherché Ôn^est donné par la formule 

(H) on = pn^i,n-2 "F (H — 3)[pn-l,n-2 — 0n-2,n-K\ 

qu'on peut écrire 

On^ = (n — 2)pn_l,n-2 — {U — 3)pn-2,n-l. 



10. — On peut exprimer 6^^ en fonction de 6^, mais cette 
transformation exige la connaissance d'une identité que nous 
établirons d'abord. 

Imaginons un déterminant A, d'ordre n, ayant n— i zéros 
dans sa diagonale; le nombre de ses termes est p«, n-i* 

Le déterminant A peut être écrit sous l'une ou l'autre des 
formes indiquées par les figures ci-dessous (*). 



X 
X 



X 
X 



Fig. 1. 



X 
X 



• • • 



ox 



Fig. t. 



En développant, par rapport aux éléments de la première 
colonne, le déterminant (2), on trouve d'abord un terme X por- 
tant sur un déterminant d'ordre n — i, ayant n — 2 zéros en 
diagonale et produisant, par conséquent, pn-i,H-2 termes. Puis, 
en continuant le développement, et après avoir franchi le zéro 
de la première colonne, on rencontre n — 2 éléments non nuls, 
à chacun desquels est associé un mineur d'ordre n — i, avec 

(*) On pas3e, comme Ton voit, de la iig. (1) à la fig. (2) en prônant la 
dernière ligne pour la mettre au premier raug. 
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n — 3 zéros diagonalement distribués ; ils donnent donc 

(n — 2)pn-i,»_3. 

En rapprochant ces deux conclusioDs, on a 

(K) pn,n-l := pn-l,ik-2 + (w — 2)p„_i,n-3. 

Si Ton veut rattacher les diverses fonctions p à la fonction 6», 
ce qui parait naturel dans le calcul présent, on doit observer 
que 

On = (W— l)pn_l,n-2. 

On a donc ô„^i = npn,n-i; 

et, par suite, 

11. — Gela posé, si nous revenons à la formule (H), nous 
pouvons observer que l'identité (K') donne 

[n — 3)pn_2,n^ = • 

^ n— I n — 2 

Donc e;^ = On h 



*— • 



n— I n— I n — 2 



ou, enfin. 



(H') ^n'=^-^^n-^-^^n^i. 



n— I n — 2 



^-4 suivre,) 



LE TRIFOLIUM 

Par M. H. Brocard. 

(Sui/e, voir p. 32). 



Le trif olium oblique et Thypocycloïde triangulaire. 

Nous avons rappelé que par le point P passent deux tan- 
gentes rectangulaires de Thypocycloïde. Il est bon d'observer 
que la droite PP' est une troisième tangente à Thypocycloïde. 

Quant aux points de contact de PI, PI', PP' avec Thypocy- 
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cloïde, on les obtiendra en prolongeant ces cordes d'une lon- 
gueur égale. 

Puisque nous reprenons ici les propriétés géométriques de 
la tangente à Thypocycloïde, nous pouvons nous proposer de 
compléter les notions déjà établies pour le trifolium (g) ou pour 
le lieu (M). 

Soient (K) le cercle donné, dd' une tangente fixe au point 

d, M un point du cercle 
projeté en M' sur la tan- 
gente, mt un segment 
égal à md. Traçons Mt 
qui rencontre la circon- 
férence en un point S 
(fig. 5). 

Lhypocychide à trois 
rebroussemeiits peut être 
définie : 

Ou bien^ comme enveloppe 
du côté Mt des triangles 
isoscèles dMt, 

Ou ftten, comme enveloppe 
des cordes MS d'un cerclr, 
telles que les arcs Md, Sd 
comptés d'un point fixe d, 
soient dans le rapport de 
I à 2. 

Ces deux définitions qui, 
en réalité, n'en font qu'une. 




Fig. 5. 



renferment toute la géométrie de Vhypocycloide à trois rebrous- 
sements, 

La courbe enveloppe ainsi obtenue admet le point d pour un 
de ses sommets, et la ligne dDx pour un de ses axes. 

Elle est triplement tangente au cercle (K), au point d et aux 
deux autres sommets du triangle équilatéral inscrit. 

Quant au point de contact T de la tangente SM avec son 
enveloppe, il résulte très simplement de la relation entre les 
angles dDM, dDS. En effet, les accroissements élémentaires 
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MM', SS' sont dans le rapport de 1 à 2; donc la tangente M'S' 
rencontre la tangente M S en un point T symétrique de S par 
rapport à M (Bulletin de la Société mathématique de France y I, 
1873, 224; et V, 1877, 18). 

Aux points H, H', H'', H'", oli la tangente au trifolium est 
parallèle à (/*), les tangentes à Thypocycloïde passent par les 
points L, L'. En d'autres termes, les quadrilatères PHLH% 
PH^L'H'" sont des rectangles. 

Aux points A', B', CT, oti la tangente au trifolium est perpen- 
diculaire à (/*), les tangentes à Thypocycloïde sont encore 
tangentes au cercle (K) ; et, comme celui-ci est inscrit à Thypo- 




Fig. 6. 

cycloïde, on en conclut que les points de contact des tangentes 
en question sont les sommets a', p', Y du trifolium droit (X). 
Ainsi, les quadrilatères PAVA, PB'^'B, PG'y'G sont des rec- 
tangles. 

Proposonî?-nous d'établir l'identité des deux constructions 
données pour le trifolium oblique, en les considérant, suc- 
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cessivement comme podaire d'hypocycloïde à trois rebrous- 
sements et comme lieu géométrique déduit du cercle (v)* 
Soient (t;), (K) les circonférences déjà considérées, tangentes 

au point P, DPF l'angle 9, BDP l'angle 6ô« -4-^9, DBB un 

angle quelconque <p; BE" l'arc double de BE; M la projection 
de P sur EE" (fig. 6). 

Posons PD = 2a, PM = p, MPO = 03. 

Nous aurons DE' = 20(1—4 cos' (p), 

O'D _ sin 9 

DE' "" sin (o ' 

p zz= (2a — O'D) cos 0). 
Par conséquent, 

p = 2a cos 0) -4- 2a sin (p(3 — 4 sin* 9), 

ou p = 2a cos (0 4- 2a sin* ©. 

Mais, dans le triangle O'DE', on a 

3 
9 4- 60® + -6 -4- 90*^ — 0) = 1 80®, 

donc 3^ = 3(0 — 2Ô + 90**; 

et, en définitive, 

(6) p = 2a cos (0 -4- 2a cos(3w — 29). 

Cette équation est identique avec celle du lieu géométrique 
des points M définis par les triangles isoscèles PRM. L'enve- 
loppe des droites EE'G est une hypocycloïde circonscrite au 
cercle (K); la courbe (M) est donc un trifolium oblique. 

L'équation (6) montre la relation entre les deux trifoliums; 
la construction donnée précédemment permet de tracer éga- 
lement le trifolium droit. 



Une quartique trinodale. 

La normale au trifolium (g) en un point M, peut se déduire 
de la construction du point correspondant sur Thypocycloïde 
podaire inverse du trifolium. 

Cette construction revient, comme on sait, à mener en M, 
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à MP, une perpendiculaire MK qui doit nécessairement ren- 
contrer la circonférence 
(K) en deux points K, L. 
On prolonge la corde de 
KL d'une longueur égale ; 
on obtient ainsi deux 
points S, S'. Un seul de 
ces points, S, est sur Thy- 
pocycloïde ; et il est tou- 
jours facile de savoir à 
quelle branche de courbe 
il appartient. On tracera 
la droite SP, puis enjoin- 
dra le point M au milieu 
m de SP. (Fig. 7.) 

En vertu d'une pro- 
priété bien connue, Mm 
sera la normale en M au 
trifolium. 

Nous venons de remar- 
quer le second point S' 
qui parait étranger à la 
question proposée . On 
peut donc se demander 
quel est le lieu des points 




Fig. 7. 



S' autrement dit, le lieu des extrémités S' des tangentes à Vhypo- 
cyclo'ide prolongées hors du cercle (K) d*une longueur égale à celle 
du segment ainsi intercepté. (Fig. 8.) 

Ce lieu est une courbe déjà rencontrée dans d'autres 
recherches. M. G. de Longchamps en a fait une étude très 
détaillée (/. 3/. S. 1885, 269-277), à laquelle M. d'Ocagne a 
ajouté de curieuses remarques (J. M. S. 1886, 79-84, 97-99, 
121-122). 

Cette courbe, qui est une quartique trinodale, a été étudiée 
comme solution de la question n® 22 de la Nouvelle Corresp. 
math.y t. 1, 1874, concours d'admission à l'École Polytechnique 
en 1871, résolue [N. C. M. 124-132 et 11»G-198) par MM. Phi- 
lippin, Saltel et Dewulf. 
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M. de Longchamps (/. M, S. 1883, 272) a donné, de cette 
ccurbe, le mode de génération rapporté ici, et M. d'Ocagne a 




Fig. 8, 

indiqué (J. M. S. 188(5, 84) Télégante construction de la nor- 
male en un point C : 

Mener la perpendiculaire 01 sur la droite A B, et prolonger 10 
de quatre fois sa longueur en ON; GN est la normale au point C. 



Triangles associés au trifolium oblique. 

Une propriété remarquable est également à signaler pour 
les normales au trifolium (g) aux points A, B, C; ces trois nor- 
males sont concourantes. 

Pour rétablir, il est nécessaire de se reporter à la construc- 
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tion de la normale à une podaîre, connaissant la tangeate à la 
podaire inverse et la situation du point de contact. 

Ici, les tangentes à Thypocycloïde, correspondant aux points 
A, B, G du trifolium sont les droites DA, DB, DC, et, comme 
ces droites sont les axes mômes de Thypocycloïde, les points 
decontact A^, B", G", points de rebroussement de cette courbe, 
sont, par définition, à une distance des points a, p, y, égale 
au diamètre du cercle (K). 

On a donc à établir la propriété suivante, probablement 
nouvelle, du triangle équilatéral. (Fig. 9.) 

On donne un triangle équilatéral k^B'^G', la circonférence cir- 
conscrite D, et un point P de la circonférence concentrique (K) de 
rayon trois fois moindre; on trace les droites DA", DB", DC" qui 
déterminent sur la circonférence (v) décrite sur PD comme dia- 
mètre les sommets A, B, G d*un triangle équilatéral. Les droites 
qui joignent les points A, B, G aux milieux A', B', G' des segments 
PA", PB", PG" concourent en un même point Z. 

Gette propriété est une conséquence immédiate et très simple 
de la similitude et de Thomologie des triangles ABG, A'B'C', 
A"B"G" et de Ihomothétie des deux derniers triangles. 

Le centre de similitude est le point D pour les triangles 
ABC, A"B"G"; le centre d'homothétie est le point P pour les 
triangles A'B'C, A"B"C"; les trois triangles sont donc homo- 
logiques, et le centre d'homologie des triangles ABG, A'B'C 
est un troisième point Z, ce qui établit la proposition. 

Soit Pi l'extrémité du diamètre PDPi dans le cercle (K). Si 
Ton trace P^A", par exemple, on obtient un triangle PPiA", 
dont Pi A', DA" sont les médianes. Elles se rencontrent donc 
en un point a situé au tiers de DA", c'est-à-dire sur la circon- 
férence (K). 

Ainsi les triangles apy, A'B'C sont homothétiques ; leur 
centre d'homothétie est le point P^ extrémité du diamètre PDPi. 

Après l'indication des propriétés des centres d*homologie 
Texposé de celles des axes d'homologie parait devoir fixer 
Tattention. 

Les triangles ABC, a^y sont homologiques : leur centre d'ho- 
mologie est le point D, et leur axe d'homologie une droite (/) 
tangente à la circonférence (v) décrite sur PD comme diamètre. 
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, diamé- 
tralement opposés sur le cercle (K). On a donc un second 
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Mais rien ne distingue les points a, p, y, a', p', 




triangle a'pY, correspondant au Iriangle donné ABC, et ayant 
mâme centte D d'homologie. 
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L'axe d'homologie est une droile (/'), tangente au cercle (v) 
et parallèle au premier axe (/). 

L'interversion des points A, B, G entre eux ne change rien 
à la situation de ces deux axes d'homologie. 

L'inclinaison de ces droites (/) (/') sur le diamètre PD est 
donc une fonction de l'orientation des sommets du triangle 
équilatéral ABC, relativement à ce diamètre. 

En effet, le point de contact d'un de ces axes avec la circon- 
férence (v) est la projection du point P sur le diamètre GDG' 
de la circonférence (K) ou apy. 

L'inclinaison de cette tangeute sur PD est donc égale à 
90« - 26. 

L'autre point de contact est à l'extrémité de la corde PP' 
parallèle à (/), dans le cercle (v), et menée par le point P. 

Les points A| , B^ , C^ diamétralement opposés aux points 
A, B, G sur le cercle (v) représentent les sommets d'un nouveau 
triangle équilatéral inscrit. Les droites qui le joignent au 
point D déterminent, sur la circonférence (K), deux nouveaux 
groupes de trois points a^, p^, yi, aj, pi, yi ?^i ^^^^ l^s milieux 
des arcs formés par les sommets a, p, y, a', p', y'. 

Les triangles A,BiGi, «jP^yi» *ip'iï'i admettent pareillement 
deux nouveaux axes d'homologie, tangents à la circonférence 
(v) ; mais ces axes présentent une propriété digne de remarque, 
c'est d'être perpendiculaires aux précédents. 

Ainsi l'on peut énoncer la proposition suivante : 

Étant données deux circonférences (v), (K) de rayons i et 2, 
tangentes entre elles intérieurement au point P, on inscrit à la 
première les triangles équilatéraux ABG, AiB^Ci diamétralement 
opposés; les droites joignant le centre D de la seconde circonférence 
aux six points désignés rencontrent celle courbe en douze points 
a, p, Y, a\ p', y', aj, pi, Yi, al, pi, y\. Les ûxes d'homologie des 
triangles ABC et apy, a p'y', d'une part, A^Bid et «iPiYi, aîp'iyi 
d'autre part, forment un carré circonscrit au cercle (v). 

(A suivre.) 
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EXERCICE ECRIT 



41. — On donne une circonférence A, et sur cette circon- 
férence, un point fixe A. Soit S un point mobile sur A. 

Il existe une hyperbole équilatère H ayant A pour centre et 
pour laquelle S représente une des extrémités de Taxe trans- 
verse. 

l® Trouver l'enveloppe des hyperboles H^. Cette enveloppe 
est une lemniscate. 

2® Les cordes focales principales de H coupent cette courbe 
en des points dont on demande le lieu géométrique. 

3® Trouver le lieu des points de H pour lesquels la tangenle 
est parallèle au diamètre de A qui passe par A. 

(On désigne par a le diamètre de A.) 

Solution de l'exercice 40. 

1» Posons : OA = m, OB = v, 

et soit 0?* 4- y* — R* = o , Téquation du cercle fixe A. 
Nous avons, d*abord, 

Uéquation de la circonférence A', circonscrite au triangle AOB, est 

(2) 05* 4- î/* — tto; — vj/ = G. 

Une tangente 8 à cette courbe, au point P(a!;,y)f a pour équation 

X[2X — w) 4- Y(2i/ — v) — tùx — vy =i o, 
La droite $ devant être tangente à A, on a 

(3) R' = '"^ + •""• 

(20? — M)« 4- (2y — V)* 

Le lieu de P s'obtiendra en éliminant UjV entre les relations (1), (2), (3). 
On peut observer que (2) et (3) donnent 
(3') R«(m> 4- v») = (tio; 4- vy)* 

ou, d'après (I), 

(4) zhuv = ux-{' vy. 

Prenons le signe 4- ; en adoptant le signe —, on serait conduit à la 
seconde sextique à laquelle renoncé proposé fait allusion. 

L'équation (4) représente une droite passant par les points P, Q; comme 
elle est, d'après cette équation, tangente à A, on voit d'abord que PQ 
enveloppe le cercle donné. 

2*» Cette môme équation (4) prouve que AB et PQ forment, avec les axes, 
deux triangles égaux, symétriques par rapport à la première bissectrice. 

En considérant toutes les positions de AB, on a, pour le lieu cherché, 
l'ensemble des deux bissectrices. 

3^ Si nous revenons aux équations entre lesquelles il faut éliminer u, v, 
nous prendrons d'abord l'équation (3'), qu'on peut écrire sfinsi : 

(5) u>(R> — x^) — luvacy 4- v*(R> — i/») = o. 



66 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



Puis avec les relations (2), (h) on a 

(ux + vy)* = ttv(iD* 4- y^), 
ou 

(6) u'x* — uv{x — y)* + vV = o. 

Les relations (5), (6) homogènes en u, v permettent d^éliminer ces deux 
paramètres; et l'on a finalement, pour Téquation du lieu, 

(7) (aî« 4- î/»)a? V — R*lic — y]\^^ + 2/*) 4- 2 R'(aî — î/)* = o ; 
on, en coordonnées polaires, 

(8) p* sin* o) cos* (I) — p*R*(i — sin 2(0) + 2R*( i — sin 2w) = 0. 
Le discriminant de cette équation est, après réduction, 

(i » 2 sin 2a>) C0&* 2(ii). 
D'après ce résultat, et en utilisant les équations (7), (8), on discute faci- 
lement la forme de la courbe F, forme représentée dans la figure ci- 
dessous. 




4» L'équation (8), pjouve que la semi-droite, menée par O, coupe F en 
deux points A; Q tels que 

I I I 



0A> ' OB» 2R> 
On a donc 01 = 2R. 

Le lieu de I est le cercle \ de la figure ci-dessus. 

Nota. — Nous avons reçu de M. Baudran, élève au lycée de Rouen, 
une solution de cet exercice* 
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QUESTIONS I>'EXAMENS 



0. — Soient 

a, p, r> 5; - • ^y 

les raciales de l'équation 
(A) x"*" -4- Aiaf"-^ -4- A,af*-2 4- Ajo;"*-^ ... 4- A^ = o. 
On propose de calculer 

1® La méthode classique, celle qui ramène le calcul des 
fonctions symétriques composées au calcul des fonctions symé- 
triques simples, donne lieu, dans la pratique, à quelques 
longueurs. On peut résoudre la question précédente par des 
procédés plus expéditifs. Nous en indiquerons deux. 

/•■^ Méthode, — Considérons les deux égalités 

lapY = - A3, 
Sx = — Ap 
En multipliant membre à membre, on a 

2a>pY ■+- 4Sapï5 =^ A^A,, 
d*où Sa^Py = ^lAs — 4^4- 

2"* Méthode. — Dans cette seconde méthode, que nous appli- 
quons, de nouveau, plus loin, nous nous appuyons sur le 
théorème suivant : 

La fonction symétrique 

SiPpY ... (*) 
est de poids p -4- q -4- r ... 

Gela étant admis, toute fonction symétrique simple ou com- 
posée, dans laquelle les exposants forment une somme égale 
à 4, peut se représenter par 

U = XAi -h (ji.AiA2 -4- VA.1A3 + pAl -h aAi, 

(*1 Si ron considère le produit 6 obtenu en prenant pour facteurs un 
certain nombre de coefficients Ai , A2) . • • A^ * on sait que lo poids do 6 
est la somme des indices des facteurs qui le constituent. Une fonction 
symétrique composée est une fonction entière des fonctions symétriques 
simples. Celles-ci sont des fondions entières des leitres A , Aj, ... ; 



1 
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X, {X, V, p, (T représentant des coefficients numériques, indépen- 
dants du degré de Téquation considérée. 
Si nous posons» en conséquence, 

Sa«PY = U, 
nous pourrons appliquer cette formule à des équations parli- 
culières et déduire, de cette application, des relations per- 
mettant de calculer les coefficients inconnus. 
Considérons, à cet effet, les équations suivantes : 

1** a;*— x'=o donne Sa'Py = o et, par suite X = o, 
2« a;*-i=o Ia«ÔY = 4 <ï=— 4, 

mW ^'^ a;*-ir«=o Sa«'pY = o p = o, 

V M 40 x'-2x^-^x^=o 2a«pY = o |if. = o, 

3 X 3 

5<> aî*--a;»4-- = o Sot«fiY = -- v— i. 

22 * 4 

Finalement, on trouve le résultat, déjà obtenu 

(B) Sa«pY = A,A,-4A,. 

i^ Cherchons maintenant l'expression de 

Nous suivrons encore, dans cet exercice, les deux méthodes 
adoptées dans la solution de la question précédente. 
1® Des relations 
(1) Sap = A.. 

(a) Sa = - A,. 

par conséquent toute fonction symétrique composée est, elle-même, une 
fonction entière de ces lettres. 

Pour démontrer que les termes de cette fonction sont, sans exception, 
du poids p + 9 + r ... , on peut raisonner de la manière suivante. 

Posons 

X = tx. 
L'équation (A) devient 

X"» + XA.X*^* -f- X2 A,X"*-2 4. . . . + x"*A,„ =r 0. 

Aux racines «» ^) T> • • • 

correspondent de nouvelles racines 

a, p , Y , ... 
telles que : a' = fa, p' = (p, etc. 

Par suite, Sa'Pp'^y''' ...=«?+«+'•+••• SaPp^y'* ..., 
mais, les nouveaux coefficients étant 

pour que la fonction des coefficients Aj, A,, ... qui exprime S aP^^y** ... 
donne, après la transformation indiquée, le facteur ^+9 +«"+••• il faut que 
tous les termes soient de poids p -^ q-^r ,.. .Le théorème en question 
se trouve ainsi démontré. 
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on déduit d'abord 
ou 

En multipliant (2) et (3), il vient 

Sa'p + 2Sa«^« -H 2Sa«pY = Af A, - SA^A,. 

En observant que 

Sa»f« = (Sap)« - 2Ïa«pY - ôSapyS = Ai - 6 A, - 2I:x«Py, 

OD a Sa'p + 2Ai - 1 2A4 - 2Sa«pY = A? A, - 3A1A3, 

ou, d'après (B), et toute réduction effecluée, 

Sa«p = AfA, - AjA, - 2AI -h 4A,, 

2® Reprenons la formule générale 

Sa»p = XA} + {xA?A, + vAjA, + pAl + crA^, 

et considérons encore les équations (H), lesquelles, on Tob- 

servera, peuvent être utilisées pour la recherche de toutes 

les fonctions symétriques, simples ou composées, d'indices 

p, q, r, ... pourvu que p -^ q -hr = 4, 

On forme alors le tableau suivant : 

X* — ce* = o, Sa'^S = 0, X =: o. 

ce* — 1 =0, Sa^p = —4, = 4. 

a:* — a;* = o, Sx*p=— 2, p = — 2, 

X* — 2.x' -h as* = o, Sa'p = 2, 2=4uL-hp, [jL=i. 

3 X 3 

X* x' H — = o, £a»S=— , v= — I. 

22 4 

On retrouve les coefficients obtenus déjà, par l'autre méthode. 



QUESTION 247 

Solntion par M. H. Brocard. 



Soit r une ellipse donnée. Sur le petit axe, comme diamètre^ on 
décrit un cercle A. Par un point M, mobile sur A, on trace une 
tangente qui rencontre T aux points P, Q. Soit W l'isotomique de 
M sur PQ. On dem>ande le lieu décrit par M. 

Ce lieu est une courbe unicursale du sixième ordre. On distin- 
guera les différentes formes du lieu^ suivant que Von ah>c ou 
b < c. (Griess.) 
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Le point M ayant pour coordonnées x=^b cos 0, y = 6 sin 0, 
on trouye, facilement, pour déterminer les points P et Q, les 
équations 

(a* cos* 6 -f- fc* sin" b)x^ — 2a'&e cos 6 + a*6* cos" 6 = o, 

(a" cos* e -h 6" sin* 0)y* — 26*y sin 6 -h 6* — a'6* cos* 6 = o. 

D'ailleurs, on a les relations 

SOj/f T~ SCji ^^ Xf ~r~ o/g* 

y.' + ÏM = yr -+- Vq- 

On en déduit : 

2 a*6 cos 6 

a* cos* 6 + 6* sin* 6 

2b* sin 6 , . ^ 

y = ; — : sin 6. 

a* cos* 6-1-6* sm* 6 

Ces formules définissent une courbe unicursale du sixième 
ordre, lieu du point M'. C'est une courbe fermée, doublement 
tangente au cercle aux extrémités du diamètre Ox, Oy. 

Le rayon vecteur OM' est maximum lorsqu'on suppose : 

a 
tang ô = T • 



QUESTION 258 

Solution par M. Henri Matoux, maître répélileor à Issoudun (Indre). 



On sait que les coefficients de la puissance m du binôme sont 
divisibles par m, à ^exception du premier et du dernier, lorsque 
m est un nombre premier. 

/• On propose d'étendre cette proposition en montrant que 

l'expression 

m(m — i) . . . (m — n -*- i) 



(A) 



n! 



est divisible par — , 8 désignant le plus grand commun divi eur 

o 

de m et de n. 

2^ Soit e le plus grand commun diviseur des nombres (m -i- i ) 

et n; on demande d'établir que le nombre entier (Aj est divisible 

m — n -h I 
par . 

e (Hermite.) 
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1» On a 

n 
Posons : m = w'8 , n = n'8 ; m\n représentant deux 
nombres entiers, premiers entre eux. L'égalité (1) devient : 

pn _^ pn-l 
v*m — — ; y^m—l» 

n 



D'après cela, n' divise le produit m'C,ïz} ; mais il est premier 
avec m'; il divise donc 0,^1}. 
Ainsi, 

CSZ} : n' = C;:zî : - = i ' — ^-- ^--= nombre entier. 

n ! 

Mais : 
(m — i) . , . (m — n 4- i)S _ (m — i) . . . (m — n -h i) , m 

ïTi ~ ïTi • y 

La première partie du théorème est démontrée. 
2« On a : 

P« _ p« ^ - >>+ I _ pn / n \ 

m 4- I \ w -h 1/ 

Posons; m 4- i = m'e , n = ne ; m', n' désignant des 
nombres entiers premiers entre eux, puisque e représente le 
plus grand commun diviseur des nombres m -h i, w. 
Nous avons, alors. 



n' 



Ci = Cm+i — Cm+i — = nombre entier. 

m 

Ainsi, Gm+i est un multiple de m'; et Ton peut écrire 

{m -h i)m.{m — i) .-. . (m — n + 2) . m + i 



nî 



= nombre entier, 



. m(m -- i) . . . (m — n -h 2)e 
ou — ^ ' : = nombre entier, 

n I 

ou, encore, 

m(m — 1 ) . . . (m — n + 2)s /^n . wi — n + i 

— ^ ; ■ = t»m . = nombre entier, 

ni e 

Finalement, Cm est exactement divisible par . 

e 

Nota. — Solutions analogues par MM. Gurvat, élève au lycée de Nancy ; 
L. Rezeau. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



311. — On considère deux quadriques de forme invariable, 
l'une fixe, l'autre mobile. Elles sont assujetties à se couper 
suivant une circonférence, le reste de leur intersection étant, 
naturellement, une courbe plane. — On demande le lieu du 
centre de la surface mobile. 

Pour ne parler que des parties réelles du lieu, on vérifiera 
que: 

1® Dans le cas général on trouve une surface du sixième 
ordre; 

2^ Dans le cas où la surface fixe est de révolution, on trouve 
une surface de révolution, du quatrième ordre, ayant pour 
méridienne uue conique; et, de plus, un plan double; 

3® Dans le cas où la surface mobile est de révolution, le 
lieu se compose de coniques (Concours général de 1863); 

4^ Si les deux surfaces sont de révolution, le lieu est une 
droite. (Amigues.) 

312. — Si l'on pose Ig - = f, on a 

Montrer que Ton a 

PM-Q» = (i -ht^Y, 
et Q« - P« = I - Clt^ -H G|n^* - ... 

Déduire, de là, des relations entre C^ et Gin- 

(G. Humbert.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LA TRANSFORMATION (*) 

d'dNE FORME QUADRATIQUE DE 71 VARIABLES EN UNE SOMME DE CARRÉS 
AU MOYEN d'une SUBSTITUTION ORTHOGONALE 

Par M. Bambert, professeur au lycée Louis-le-Grand. 



Soit f(x^, X2 ... Xn)= Ha^^iXj (a{ = aj) 

une forme quadratique de n variables a?, , ajj , . . . a?» . Pour une 
racine So de Téquation 



(1) ^(s) = 



a} — « 


oî 


• 


0? 


<Â 


ai — 5 


• 


a? 


• • • 

ai 


• • • 


• 
• 


• ■ 



= 0, 



la forme quadratique 

f{x^ , X2^ • . . X^f ^o(^ -4- aÎ2 4- • . . 4- il„), 
est une somme de p carrés (p < n) ; et Ton a 

(2) 
/•(a;i,cc2...aî„)-5,(a^ + a|+ ... +a^) = Xf 4-X|4- . . . -hXJ. 

Il est facile de montrer que, si le nombre des carrés ne 
peut être abaissé, la racine So est multiple d'ordre n-^p, et 
que So est multiple d'ordre n — p + i ; au moins, si les fonc- 
tions linéaires X|, X,, ... Xp ne sont pas indépeudantes. 

Pour cela, j'admettrai, ce qui s'établit sans peine, que l'équa- 
tion n'a que des racines réelles, dans le cas oli les coefficients 
a{ sont tous réels, et je supposerai que la forme f est réelle. 
Alors, «0 est une racine réelle, et, si je désigne par /J les coeffi- 
cients des fonctions linéaires X*, en d'autres termes, si je pose 

X|t = K^i + h^ -+-...+ /JJa?„, 
tous les coefficients 11^ II, . •.. Il seront réels, ou tous seront 
imaginaires, de la forme ai. 

Je pose maintenant 

et s = So + (s; 

la forme f{Xi, X2 ,..Xn) — s{a^ -f- cri + . . . + a?n) 

devient Xî + Xi + ... + ^^ — (i(xi 4- xi + ... -f- Xn)^ 

(*) C'est par confusion que l'arlicle de M. Humbert, p. 53, porte, à la fin, 
les mots à suivre. Cet article doit être considéré comme terminé. G. L. 
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et j'obliendrai les valeurs de c qui répondent aux autres 
racines de Téquation en s, en exprimant que les dérivées 
partielles de cette forme, par rapport à a^i, a;,, -.. Xn égalées 
à zéio, ont une solution. Les équations ainsi obtenues sont 
(3) (sXi = /ÎXi -f- /*X2 ■+-...-+- /pXp (i = 1 , 2 ...n) 

Si on multiplie, successivement, les deux membres de ces 
équations par les nombres li, ii ... /î, qu'on les ajoute ensuite, 
puis que Ton fasse cela pour les p groupes de nombres li^ on 
aura p équations nouvelles : 

(Al - a)Xi -h AÎX2 + . . . 4- AfX^ = o, 



(4) 



A|Xi + (Ai - g)X2 + . . . + Af Xp := o. 



AiXi + A^X 



p-^2 



(AJ — ff)Xp = o, 



qui doivent avoir une solution commune. Donc en annulant 
leur déterminant, on aura Téquation qui donne a : 

Aî — a, Al, . . . Af 



(5) 



A 2, A2 — <y, • . • Aj 



Ap, 



A.p • • • ^p ^~ ^ 



= O. 



Le terme constant de cette équation est le déterminant des 

Ai; or ce déterminant s'obtient en élevant au carré la matrice 

d'éléments 

&i II • • • /i 



on obtient ainsi 



(6) 



4 



/2 



^p 



Aî 

Ai 



P. 

Aî 
Ai 



>2 



• • 



Ç 



A? 
AÇ 



A? 



= SA?, 



en désignant par Apl'un quelconque des déterminants d'ordre 
j9, qu'on peut former en prenant^ colonnes de la matrice pré- 
cédente. 

Si l'on veut, en conséquence, que Sq soit encore racine de 
l'équation (1), c'est-à-dire que a = soit racine de l'équa- 
tion (8), il faut poser 

SAp = o ; 
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et, comme chaque Ap contient le même nombre de facteurs i, 
tous les Ap devront être nuls, ce qui ne peut arriver que si les 
fonctions X^, X,, ... Xp vérifient une relation linéaire. Le 
nombre des carrés pourrait alors s'abaisser de un, au moins. 

Si l'on rapproche ce résultat de ceux que l'on obtient en 
exprimant qu'une forme quadratique est une somme de p 
carrés indépendants, et si Ton observe que les autres cas 
s'excluent réciproquement, on obtient les résultats suivants : 

1® Une racine simple So de l'équation (1) n'annule pas tous 
les mineurs du premier ordre de A(*). Pour cette racine, la forme 
quadratique 

(7) f(xi, X2, ... Xn) — So{cc^i -h ai -h ... +a^) 

est une somme de n — i carrés indépendants, et les dérivées 
partielles de cette forme ont une solution unique; 

2® Une racine multiple d'ordre p, «o, de l'équation A(5) — o, 
annule tous les mineurs de A(5), jusqu'à l'ordre p exclusive- 
ment. Pour cette racine, la forme (7) est une somme de n — p 
carrés indépendants, et les dérivées partielles de cette forme 
ont p solutions linéairement indépendantes. On voit alors 
facilement que l'on peut toujours trouver une substitution 
orthogonale réelle qui permette de mettre f sous forme d'une 
somme do carrés. 

On peut, de même, résoudre complètement le problème sui- 
vant : 

Éianl donné un polynôme bilinéaire, à coefficients réels, conte- 
nant deux séries dé variables Xj, Xj, ... Xn et y^, y„ ... yn, ramener 
ce polynôme à la forme 

par deux substitutions orthogonales effectuées : Vune, sur les 
variables x ; Vautre, sur les variables y. 

Ce problème dépend d'une équation de degré 2n, que l'on 
ramène aisément à une équation en s de degré n> dont les 
racines sont toutes positives. 

Le cas général a été étudié par M. Jordan, dans un Mémoire 
sur les formes bilinéaires (Journ. de Mat. pures et app.y t. XIX j 

2* série). 
En résumé, j'ai eu pour objet dans cette Note^ de donner 






^t4- 



76 JOURNAL DE MATHÉKATIQUES SPÂGIALES 

une discussion rapide et simple de l'équation en 5, dans le cas 
où les coefficients de la forme quadratique sont réels. 

Je ne me suis occupé d'aucune autre question relative à 
réquation en s, du degré n. Toutes ces questions sont parfai- 
tement connues et traitées aujourd'hui. Il m'a semblé seule- 
ment que la recherche des conditions pour qu'une racine soit 
multiple d'ordre p était un peu trop artificielle et difficile à 
suivre. C'est pourquoi j'ai publié cette Note. 

Ceux qui voudront voir l'exposé d'une question simple, qui 
exige l'emploi de l'équation en «, pourront lire un article de 
M. Laurent sur ce sujet, dans les Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques, 2« série, t. XIX, janvier 1880, p. 12. • 



SUR LA LEMNISCATE 

Par M. Balitrand, ancien élève de Técole Polytechnique. 



La lemniscate, comme on le sait, est une courbe du qua- 
trième ordre, admettant, comme points doubles les ombilics 
du plan ; en outre, elle a un nœud à tangentes rectangulaires, 
lequel, en même temps, est un centre de symétrie.'Un cercle 
quelconque, pris dans son plan, la coupe en quatre points, à 
distance finie; nous dirons que ces quatre points sont concy- 
cliques, ou qu'ils forment sur la courb^^un système concycliqve. 

Si Ton prend comme axes de coordonnées les tangentes au 
point double, la lemniscate a pour équation ,: 

En posant |l|=^'aî, on exprime les coordonnées d'un point 
de la courbe par les formules : 

at ' at^ 

(1) ^^m*' - ^"TTT** 

Un cercle quelconque du plan, correspondant à l'équation 

(2) œ* 4- j/* - ^ - 2[xy + V = G, 

rencontre la lemniscate en quatre points, dont les paramètres t 
sont les racines de l'équation du quatrième degré 

(3) vf* - 2[Aa«» 4- «•/• - 2kat + V = o* 
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On observera que les racines de cette équation vérifient 
régalité ^ 

(4) tJ.UU = I . 

De cette relation remarquable, nous allons déduire plusieurs 
propriétés de la courbe. 

En élevant au carré cette égalité, et en tenant compte de la 
signification du paramètre t^, on a, d'abord, le théorème 
suivant : 

Les droites qui joignent le point double dune kmniscate à quatre 
points concycliques, font, avecVune des tangentes au point double^ 
des angles dont le produit des tangentes est égal à Vunité. 

La réciproque de cette proposition peut s'énoncer sous la 
forme suivante : 

Si quatre points sur une lemniscate, sont tels que les droites qui 
les joignent au point double font, avec Vune des tangentes en ce 
point, des angles dont le produit des tangentes est égal à Vunité : 
ou bien ces quatre points sont concycliqv^, ou bien trois quelcon- 
ques de ces points et le point diamétralement opposé au quatrième^ 
forment un système concyclique. 

La relation (4) peut se mettre sous la forme 

«i^(-^8)(-^)=i. 
D'après cela, 

Si quatre points sont concycliques, deux de ces points et les 
points symétriques des deux autres, par rapport au centre, sont 
aussi concycliques. 

On voit encore que : 

Si quatre points sont concycliques, trois de ces points, et le point 
diamétralement opposé au quatrième, ne sont jamais concycliqu^es. 

En particulier, si la lemniscate est touchée par le cercle, 
deux des racines sont égales, et nous avons 

tit^t^Y = I . 
Cette équation détermine les paramètres : 

des deux points de contact des cercles passant par deux 
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points situés sur la lemniscale et tangents à cette courbe. Les 
points de contact sont symétriques par rapport au centre. 
Ainsi : 

Par deux pointSy pris sur la lemniscate, on peut faire passer 
deux cercles tangents à cette courbe; les deux points de contact 
sont symétriques par rapport au centre. Les deux points de contact 
et les points fixes ne sont jamais concycliques. 

Nous allons nous occuper maintenant des cerclesosculateurs 
à la lemniscate et qui passent par un point fixe de cette courbe. 
Soit 6 la valeur du paramètre correspondant au point d'oscula- 
tion; le cercle coupera la lemniscate au point donné P (cor- 
respondant à la valeur ti du paramètre) et en trois points con- 
fondus avec 0. On aura donc, d'après (4) 

/i6» = i; 
équation qui a une seule racine réelle et deux racines imagi- 
naires conjuguées. Donc : 

Par tout point P pris sur la lemniscate passent trois cercles 
osculaleurs à eette courbe ; un de ces cercles est réel, les deux 
autres sont imaginaires. 

Soient Q, R, S les poiuts d'osculation ; cherchons à déter- 
miner la position de ces points. Pour cela, prenons une droite 

dont réquation est 

ux -hi^y — i = G. 

Elle coupe la lemniscate en quatre points qui correspondent 
aux valeurs du paramètre /, données par les racines de 
l'équation 

(5) i* — avt* — aut -f- r = o. 

Il existe, entre l^s racines de cette équation, les deux rela- 
tions 

(6) t,t,t,t, = I , 

(7) t,t^ -h t,t, + {t^ + t^)% + t,) = G, 
que nous allons interpréter. 

Supposons t^ = t^ = 6, et éliminons t^ entre les relations (6) 
et (1); nous obtenons Téquation 

2Ô 
(8) 0* -H 2^6» + --+1=0, 

h 
laquelle évidemment, détermine les points de contact des tan- 
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gentes à la lemniscate, issues du point t^. Les équations (5) et 
(8) sont identiques si Ton prend 

2t4 2 

V = > n = — • 

a atf 

Par suite, les points de contact sont sur la droite repré- 
sentée par 

(9) 2X -*- 2t\y H- ail = o, 

laquelle est perpendiculaire au rayon PO et tangente à Thyper- 
bole équilatère H ayant pour équation 

1 6xy — fl* = o. 

D'oïl ce théorème (*) : 

Si, en un point quelconque M de la lemniscate, on mène les quxilre 
tangentes à cette courbe^ les quatre points de contact sont situés sur 
une droite tangente à l hyperbole H et perpendiculaire au rayon 
OM ; cette droite, et le point M , étant de côtés différents relativement 
au centre 0. 

Revenons à la détermination des points Q, R, S. L'équation 
qui donne les paramètres des quatre points P, Q, R^ S est 



((^s)'-^^)(/-^) = o, 



t 

ou /* — t^t^ h I = o. 

En vertu des relations (6) et (7) vérifiées par les racines de 
cette équation, les quatre points sont sur une droite. Cette 
droite a pour équation 

x-\'i\y — ati = o. 
Elle est perpendiculaire au rayon PO, et tangente à l'hyper- 
bole équilatère (E) correspondant à l'équation 

/[xy — a* = o, 
antipodaire de la lemniscate. Ainsi : 
Les points de contact des cercles osculateurs à la lemniscate, qui 

(*) Ce théorème est dû à Laguerre. -- Nouvelles Annales 1878. — Sur 
les courbes du quatrième ordre qui ont trois points doubles d'inflexion et en 
particulier sur la lemniscate. 
Nous citerons aussi ce théorème, qui complète le préce'dent : 
Les quatre tangentes menées à la lemniscate, par un point M de cette courbe^ 
la rencontrent en quatre points distincts de M ^ des points de contact, la 
conique déterminée par M et ces qtwtre points a, avec la lemniscate, un contact 
du troisième ordre au point M. 
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passent en P, se trouvent sur la perpendiculaire menée par P au 
rayon PO. 

Ce théorème permet de construire le cercle osculateur en un 
point Q d'une lemniacate, déterminée par ses deux sommets. 
La tangente au point Q s'obtient en considérant la courbe 
comme la podaire de Thyperbole (E), Du point Q, partent deux 
tangentes à cette hyperbole; Tune est perpendiculaire au 
rayon OQ ; l'autre rencontre la lemniscale en un point P, pro- 
jection du centre sur cette tangente; le cercle osculateur 
passe en P. 

Ajoutons, enfin, ce théorème : 

Les cercles osculateurs, en quatre points concycliques, coupent la 
lemniscate en quatre nouveaux points, également concy cliquas . 



LE TRIFOLIUM 

Par M. H. Brocard. 

(SuilCy voir p. 56). 



Courbure du trifolium oblique. 

La construction du rayon de courbure, en un point M du 
trifolium (g), peut se déduire, assez rapidement, de celle du 
rayon de courbure au point correspondant delapodaireinverse, 
c'est-à-dire de Thypocycloïde triangulaire. 

Le centre de courbure, du trifolium au point A, par exemple, 
est à rintersection de la normale en A, AZ, avec la ligne P^a, 

En d'autres termes, les centres de courbure du trifolium^ aux 
points A, B, G, sont les sommets du triangle équilatéral A.'B'G\ 

Pour en donner la démonstration la plus simple, il suffît 
d'observer qu'aux points A'', B'', G" correspondant çur la 
podaire inverse, et qui sont les points de rebroussement d'une 
hypocycloïde tritangente au cercle Papy, le rayon de cour- 
bure est nul. Par conséquent, la construction du centre de 
courbure au point A de la podaire, se réduit à terminer le tri- 
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angle APA^'Ai, et à tracer les diagonales A'^P, AA^, qui se 
rencontrent au point A', milieu de k^P. 

k'kZ est la normale et A' le centre de courbure, au point A 
du trifolium. 

L'étude de la courbure du trifolium donne lieu à quelques 
autres remarques intéressantes. 

Au pôle P, le rayon vecteur passe trois fois par zéro. Par 
conséquent, l'expression du rayon de courbure en ce point se 
réduit à 

R-P' 

Or, les valeurs de co correspondantes sont, en prenant PP' 
pour axe polaire, * 

0) = 90«, co =IPF = 45«- -, 0) = rPP' = - (45^ + -) • 
D'ailleurs, 

p = 4a COS (0 COS (2(0 -f- 6), 

p' =r — 4a sin (0 COS (2<i> + Q) — 8a cos o) sin (aw + 6). 
On a, respectivement : 

branche PA : R^ = 4a cos (45® — ) ; 
branche PB : R, = 2a cos 6 ; 
branche PC : R, = 4a cos (45® -♦- -) • 

D'ailleurs, les rayons de courbure pour les branches PA, PC se 
trouvent être dans le prolongement des cordes rectangulaires 
Pr, PI. On en conclut que les points L', L sont les centres de 
courbure des arcs précités. 

Quant au troisième centre de courbure, situé sur l'axe polaire, 
il est en un point J' symétrique du point J par rapport au 
point P. 

Hjrperbole équilatère associée au trifolium 

oblique. 

En vertu d'une propriété connue (Mém. d* Alger) les quatre 
points A, B, G, D déterminent une hyperbole équilatère dont 
le centre est le milieu F^de OD, et dont les asymptotes sont 
parallèles, perpendiculaires à la direction (/*). 

JOUBiNAL DB MATH. SPÉC. — 1^91. 4. 
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Celte hyperbole, et certaines lignes associées, offrent d'autres 
particularités assez remarquables. 
1^ L'hyperbole passe par le point Z de concours des normales 




au trifolium, aux points A, B, G. 

2® Si Ton construit les circonférences ayant pour centres les 
point A, B, G et pour rayons le côté AB du triangle équilaté- 
ral ABG, on obtient, sur Thyperbole trois couples de points^qui 
déterminent trois cordes perpendiculaires à PA, PB, PG; 
par suite, elles forment entre elles des angles de 6o^. 
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3® Ces trois cordes se rencontrent en un point 0' symétrique 
du centre du cercle (v) par rapport au point D. 0' se trouve 
sur le prolongement de PD. 
La circonférence étant représentée par Téqualion 

55» -h y» = aS 
rhyperbole éqailatère a pour équation 

2xy + ax sin ^ — ay cos ô = o. 
L'équation aux ordonnées des points A, B, C, D est 
41/* -f- 4ay* sin — 3a*y" — ^a^y sin 6 — a* sin* 6 = o. 
Elle doit admettre pour racine 

y = — a sin 6 ; 
mais la somme des racines étant — a sin ô, on en conclut que 

les trois points A, B, G sont les sommets d'un triangle équi- 
latéral {loc. cit. §§ 3 à 8). 

En d'autres termes, l'hyperbole équilatère est une trisec- 
trice (propriété connue), et le trifolium oblique est également 
une trisectrice. 

D'ailleurs, d'autres courbes que nous rencontrerons inci- 
demment, telles que la cardioïde, se trouvant associées aux 
précédentes, seront pareillement des trisectrices. 

La division par le binôme y + a sin 6 donne 

4y' — 3a^y — a' sin 6 = o; 

y 
ou en posant - = fx, 

4(jL* — 3|x= sin 6; 
ce qui est l'équation donnant la trisection de l'angle 6, (x repré- 

sentant le cosinus de 3o® — — • 

3 

L'angle d'un des rayons OA, OB, OC, avec les lignes (/), est 

égal à j. 

Rapportée aux asymptotes Fx^, Fy^, l'hyperbole a pour 
équation : 

acy = sin 6 cos ô, 

4 

Podaires particulières de Thypocycloîde 

triangulaire. 

Les équations (1), (2) ' représentent, pour les diverses 
valeurs de l'angle ô, toutes les variétés du trifolium oblique, 
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depuis le trifolium droit, correspondant à 6 = o et dont l'équa- 
tion est 

p = 4a COS o> COS 2(0, 

jusqu'au folium double, ainsi désigné par M. G. de Long- 
champs {Géométrie de la régie, § 123, /. M. S. 1886, p. 251) et 

qui a pour équation 

p = 4a sin (i> sin 2(0 

lorsqu'il est rapporté à PX pour axe polaire, ou 

p = 4a COS <o sin 2(1), 

lorsqu'il est rapporté à PT pour axe polaire, qui est alors 

perpendiculaire au précédent. 

Mais le type d'équation (1) ou (2) ne donne pas, comme cas 
particulier, le trifolium équilatéral; tandis qu'il est possible 
de trouver une autre équation renfermant les trois courbes 
en question. 

L'équation générale do ces courbes se présente comme solu- 
tion du problème suivant, que nous ayons proposé en 1884 
dans Mathesis (u» 346, p. 143) : 



Étvdier les pocUUres (Tune hypocycloide à trois rebt-oussements, 

le point fixe étant 
y pris sur run des 

axes de cette courbe. 

Les développe- 
ments qui précè- 
dent facilitent sin- 
gulièrement - la 
solution de ce 
problème. 

Prenons, pour 
axes de coordon- 
nées rectangu- 
laires, la tangente 
et la normale en 
un point du cercle 
tritangent, de rayon a. Un point quelconque A de la circon- 
férence a pour coordonnées 

a; = 2a COS* Uy y = a sin 2u; 
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la droite AF, tangente à Thypocycloïde, aura pour équation 

y = — oj tang ti + 2a sin 2U ; 
la projetante BM, d'un point B pris sur Taxe des x^ aura pour 
équation 

y = (x — 6) cotg M, 

6 désignant la distance du point B à l'origine. 
L'élimination de u donne 

(b -- x)x __ 4a(b ~ x)y ^ 
y y^-hib^x/' 

et en transportant l'origine au point B, et transformant en 
coordonnées polaires, 

p = ± 6 cos <i) — 4a cos (o sin" <i>. 
Gomme cas purticuliers, on a 
6 = 0, p == — 4a cos 0) siu" 0), folium double, 

b = a, p = açosa)(i— 4 sin" a))=a cos 3(o, tri folium régulier, 
6 = i2a, p = 2a cos «t> cos 2(o, trifolium droit, 

b = 4a, p = 4a cos* (o, courte ovoïde. 

(A suivre,) 



SUR LES DÉTERMINANTS TROUES 

(Suite et /fn, voir page 54.) 



12. — Vérifions les formules précédentes sur un exemple 
numérique. 
Prenons un déterminant du cinquième ordre tel que 

XXX X 
XX X 
A = Xi X X 
X,XXO X 
X, X X X 

i^ Cherchons directement le nombre des termes de ce 
déterminant et, à cet effet, développons-le par rapport aux 
éléments de la première colonne. 
X| porte sur un déterminant du quatrième ordre, ayant trois 
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zéros diagonalement distribués ; il donne onze termes. Les élé- 
ments Xj, X, multiplient des mineurs de quatrième ordre tels 
que 

xxxx 

XXX 
XX 
XXXO 

En développant ce déterminant par rapport aux éléments 

de sa première colonne, on a deux mineurs du troisième 

ordre: le premier donne trois termes ; l'autre en donne quatre. 

Finalement, ou obtient sept termes. Le nombre total des termes 

de A est donc 

1 1 4- 2.7 = 25. 

2® D'autre part, en appliquant la formule (H), on a 

ou ôP= 3(4! - 3.3! +3.2! - I !) - 2(3! - 2!). 

On trouve, de nouveau, 

ôP = 3.ii -8 = 25. 
3® Enfin, si l'on veut faire usage de la formule (H'), on a 

^1.2 



ou 



4.2 



05*^ = — Ô5 + -^ O4, 
2 

= -(5! — 5.414- 10.3 1 — 10.2! 4- 5.1! — i) 
2 

4- ^(4! —4.3! 4- 6.2! — 4.1! 4- l). 
3 



Tout calcul fait, il vient 



ôP = -.44 4--^.9= 25. 



I I 

2-3 

13. — Le calcul de 6» *•' peut se faire en suivant la méthode 
adoptée pour arriver à l'expression de 6»^. Malheureusement, 
les résultats semblent se compliquer, et il se présente ici des 
difficultés quand on veut pousser la question à fond et donner 
l'expression de Oj»*^"^ au moyen des fonctions 

En effet, dans le calcul de ôn^^, entrent les expressions : 

Pn-l, n--3Î Pfi— 1, n-4î pu— 2,n— 5» P»i— 2,»-6> 

et il est nécessaire pour atteindre la loi, si elle peut être expri- 
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mée d'une façon suffisamment simple, de calculer ces quantités 
au moyen des fonctions 6. 

Nous n'avons pas poussé ce calcul au delà des limites que 
nous venons d'indiquer, mais nous donnerons, en terminant 
cette Note, une identité qui pourrait servir à la simplification 
de l'expression de bn^"^. 

14. — Considérons un déterminant 8 renfermant p zéros 
diagonalement distribués ; écrivons-le sous les deux formes : 





X 


X. 


■ • • • 




X 


X. 




- 


X X 


0. 


• . • • • 


(8) . 








X X 




ox. . . 




X X 




XX. . . 




X. . . 








X 



(p-l)' 

ligne 



X X. . . 
X X 0. . . 


• ■ • • 


X X X 0. 


. . . . 


. X 


. • ) . . 




X 


. . .X 



Fig. 4. 



Fig, S, 



Le nombre des termes est pn,p. Si nous comptons les termes 
du second tableau, en développant le déterminant par rapport 
aux éléments de la première colonne, les (p — i) premiers 
éléments portent sur des mineurs d'ordre (n— i) possédant 
p — 2 zéros diagonalement distribués; on obtient, de ce fait, 

(p- i)p«_i,p_2 termes. 

Le dernier élément étant nul, il reste seulement à considérer 
les n — p éléments situés au-dessus du zéro et qui portent sur 
des mineurs, d'ordre n — i, avec p — i zéros, diagonalement 
distribués. Ces éléments fournissent encore 

(w — p)pn-i,p-i termes. 

Finalement, on a, quels que soient les entiers, n, p, 

Pourp = n, on retrouve l'identité déjà signalée 

enS:(W - l)p„-i,n-2; 

Pour p = n — I, on a 

p„, n_i :=: (n — 2)p„-i,„_3 + pn-l,n-2; CtC. 

on peut ainsi calculer les fonctions p^, t, dans laquelle les 
indices m, v diffèrent de i, 2, 3, ... unités, au moyen des 
fonctions 0. G. L. 
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EXERCICE 42 



On considère les ellipses F, T', qui correspondent, respecti- 
vement, aux équations 



(r) 






t 



-1=0, 



in 



X' 



y 



— I = o. 



Par un point A, mobile sur F, on mène, à F, des tangentes qui 
coupent F' aux points B, C. 

1® Démontrer que BC enveloppe F. 

if* Trouver le lieu décrit par Torthocentre de ABC et par le 
centre de la circonférence A, circonscrite à ce triangle. 

3® Trouver l'enveloppe des circonférences A. 

Nota sur l'exercice 41. 

1« Prenons, pour axe ox^ le diamètre a de A qui passe par A; pour axe oy^ 
la tangente en eu point. 
En partant de Tequation 

{y — Xa;)* — (ly -+■ x]* = [l, 
et en exprimant que le sommet S appartient à A, on trouve facilement 

ti = a*X*. 
L'équation générale des hyperboles H est donc 
(1) X*(aj* — î/* — a*) — 4X0-1/ -\- y* — a^ z=z o. 

L'enveloppe des courbes 11 a pour équation 

40^» = (î/« — x^){x^ — !/* — a*), 
ou (05^ + î/>)* = 0^(0?» — y*), 

La courbe correspondante est une lemniscate. 
2« Les cordes focales principales passent, respectivement, par des points 

fixes de Ao;, situés à une distance ±: a yjï, du point A. 




En considérant Tune déciles, elle aura pour équation 

(2) y = y{x^aslô). 

L'élimination de X entre (1), (2) donne, toutes réductions faites, 

05* + y* ± ay — ax sfi = o. 

En changeant le signe de v/2, on a l'équation du lieu qui correspond 
aux autres cordes focales. Finalement, le lieu cherché est constitué par 
l'ensemble de quatre circonférences ; les équations de ces circonférences 
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s'obtenant en combinant de toutes les façons possibles les signes de 
l'expression * _ 

a;" + y* =b ai/ ± oo? ^2, 
et en égalant ces résultats à zéro. 
3* Les coordonnées du point cherché vérifient les équations 

x{\^ — i; = 2Xy, 
a;»a> — 1 ) = 2/«( I — X*) — o«X>. 
Le résultat est 4^^ — a5*(a* — 4aV — 8y*) -+- 4î/*(a* -4- 1/^) = o. 
En discutant le discriminant de cette équation bicarrée en x, on trouve 

En poursuivant la discussion, par la méthode classiquOt on obtient la 
forme générale de la courbe, forme indiquée par la figure ci-dessus. 



QUESTIONS RESOLUES 

Appliqtier la formule de Mac-Laurin à la fonction 

(1) u = cos (m arc cos x). 

Pour répondre à cette question, il faut d'abord chercher les 

dérivées successives de la fonction u. 
Nous avons d'abord 

du sin(marccosa3) 
— = m — —j^==z — > 

dx yi—x* 

ou 

(2) ^\/i-x« = mv/r=^». 

DifTérentions de nouveau, nous obtenons : 

du 

/ zdhi X du dx 

y j —x* 7=== — = — m --== , 

dx' y 1 —x^ dx y/ 1 — u* 

ou 

(3) ( I — X*) -; X— — h m*u ~ o. 

dx* dx 

Les différentielles successives de cette équation conduisent 
à régalité 

(4) (i - X*) -T— - ApX— — r - Bp •3-— + m* -7-— „ = o. 
Mais il reste à calculer, en fonction de p, les coefficients 

Différen tiens (4); il vient 
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Nous pouvons donc écrire 

(6) Ap+i = Ap + 2, 

(7) ^ Bp+i = Ap4-B^. 

De l'égalité (6), en observant que A, = i, nous déduisons 

Ap+i = I + 2 (/) — l) =: 2p - !, 
OU 

(8) Ap = 2p - 3. 

Après avoir trouvé Ap, l'égalité (7), dans laquelle on fera 
Bj = G, donne 

Bp+i = I H- 3 + . 4 . 4- (3p — 3) = (p — i)S 
ou Bp = (p — 2)'. 

D'après ces résultats, l'équation différentielle qui lie trois 
dérivées consécutives de la fonction u, est 

(A) 

(l — ce') 1 ^(2P — 3) "T-— : — (/? — 2)» ^o + W*- 5=0. 

Cette égalité, bien connue (*), et que l'on peut encore obte- 
nir en appliquant, à la relation (3), la formule de Leibniz, per- 
met de calculer, de proche en proche, par voie récurrente, les 
dérivées successives de m. 

Parmi les applications intéressantes qu'on lire de (A), nous 
rappellerons le développement de cos ma?, en fonction de 

COS X (**). 

En posant x = cos X, 

nous avons u = cos mX. 

D'ailleurs, l'égalité (A) prouve que, pour a? = o, 

(£).=- [--«-""(ÊS).- • 

Lorsque p est pair, 
et l'on a, par conséquent, 
puis, successivement, 

(*) V. Bertrand; Calcul différentiel, p. 149. 

(**) Nous avons donné ce développement (V. notre Supplément (2« édi- 
tion), p. 65), par deux autres méthodes. 



(: 
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S). =-"**' (S), ="'•('"* -4>' ••• 

(d^^r ^~ '^*'^'^'^" - 4) ... [m' - 4(A - i)M. 
Il n'y a plus qu'à écrire, avec ces résultats, la formule de 
Mac-Laurin. 

Lorsque p est impair, on a 

On peut d'ailleurs, comme on sait, faire rentrer les diffé- 
rents cas dans une formule unique, en écrivant le dévelop- 
pement de cos mx de la manière suivante : 

mi: , m* . m* (m' — 4) . 

cos mx '-= cos — (i cos* x H ; — — cos* a? H- . . .) 

2^2 4! 

. tmz , m'— I . (m" — i)(m'— g) , . 

-4-m sin — (cosx ^rr— cos'aî+ ^r ^cos*aî-+-. . .)• 

2 31 .51 



QUESTION 221 

Solution par M. Rezead. 



Mener, à une circonférence fixe, une tangente A, telle que le 
segment AA.' intercepté, sur cette droite, par deux droites fixes 
A, A' ait une longueur donnée 1. 

A propos de ce problème, généralisation de celui de Pappus, on 
cherchera le lieu du point M obtenu en traçant, par A, une paral- 
lèle à A'; et, par A', une parallèle à A. 

Ce lieu est une quartique. On déterminera les formes diverses 
affectées par cette courbe. 

Enfin, on fera voir que le problème proposé se résout complète- 
ment par le tracé d*ellipses et d'hyperboles. (Ph. F.) 

1. — Cherchons d'abord le lieu des points M définis dans 
l'énoncé. Prenons A, A' comme axes : ô est l'angle qu'elles for- 
ment. Soient: C(a, b) le centre de la circonférence, R son rajon. 

X u 

L'équation de AA' peut s'écrire : - -f- - — i == o. u, v, sont 

u V 

donc les coordonnées de M. Exprimons que AA' est tangente 



i » 
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au cercle G, nous ayons 



I - H I j siu 6 



^ 



-- -f- -— C08 6 



En prenant u, r, comme coordonnées courantes, on a 

(xy — fca? — ay)* sin" 6 — (a?* -tl 2a?y cos 6 4- y')** =o, 
ou 

(A) x*y* sin' 6 — 2xy(bx + ay) sin ô + {bx + ai/)* sin* 6 

— (a;* — 2aîy cos 6 4- î/')R* = o, 

équation d'une quartique; nous allons étudier ses principales 

formes. 

Discussion. — Les asymptotes sont parallèles à A et à A'. 

R R 

Leurs équations sont : x = a± —: — - > y = 6 ± — ■: — — . Elles 
^ sin 6 ^ sm Ô 

sont donc tangentes à la circonférence donnée. La courbe 

passe par l'origine. C'est un point double. Les tangentes en 

ce point ont pour équation : 

(1) (a" sin* 6 — R»)y» 4- 2(ab sin» 6 + R» cos ô)xy 

+ (6» sin* e - R*)a;* = o. 

Elles sont réelles si l'on a 

a* + 2ab cos 6 + 6» — R* > o. 

Trois cas à distinguer : 

1® a* + 2a6-4-6* — R* > o, l'origine est extérieure au cercle; 
les tangentes sont réelles, point double réel. 

2® a* + 2ab cos 6 -h 6* — R* < o, l'origine est intérieure au 
cercle, les tangentes sont imaginaires, l'origine est un point 
double isolé. 

3® a* 4- 2ab cos 6 4- fc* — R* = o (2), l'origine est sur la cir- 
conférence donnée, c'est un pointréel, avec tangente double. 

Étudions la disposition des branches dans le voisinage de 
l'origine. 

Posons y = tx dans l'équation (A). En tenant compte de (2) 
et en supprimant le facteur ce*, il vient 

n i.x,r. a6sin*64-R*cosô'|2 ,.,'.,., , . 
-(acosô4-6)*|^^ - -^— — j— ^J -26a?(a^+6)sme4-t*aî*=o. 
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Si t{at + 6) 7^ o les deux branches de courbe partant 
de rorigine sont situées de part et d'autre de la tangenTe* 

ab sin« Ô + R* cos Ô ■ t . • • x • x j i, 

y • — r-- — x=o.L origine est unpoiut de rebrous- 

^ (acos6-+-6)* ^ ^ 

sèment, de première espèce. 

Supposons t(at -j- 6) = o. 

Soit / = 0, on a (1) b* sin* 6 — R* = o. Le coefficient de xy 
dans (1) est nul. L'équation du lieu deMent 

t/[ac'y sin' — 20^(60; ■+■ ay) sin' ô 4- (a cos 6 + b^y] = o. 

Le lieu se décompose en une cubique et en Taxe des abscisses 
La cubique est tangente àaà l'origine. Remarquons que d'après 
(2) la condition 6* sin* ô — R" = o exige (6 cos 6 + a)' — 0. La 
circonférence donnée, est, dans ce cas, tangente à l'axe des a;, 
à l'origine. 

Soit af -4- 6 = o. Pour que t = soit racine de (1), il 

a 

faudrait que l'on eût R = o. Dans ce cas, la droite AÂ' passerait 

par un point fixe. L'équation du lieu de M serait 

{xy — 6a: — çiy)^ = o. 

Si ^ = 00 , a' sin* Ô — R* = o; le coefficient de xy dans (1) 
est encore nul; l'équation (A) devient 

x[xy* sifl' 6 — 2y{bx -4- ay) sin* + (6 cos ô -f- ayx] = o. 

Cetle équation représente : 1® une cubique tangente, à l'ori- 
gine, à Taxeoy; 2<^raxe 
oy, La condition 

a* sin* ô — R* = o 
donne Ça cos e + 6)* = o, 
la circonférence donnée 
est tangente à oj/, à 
l'origine. 

Consti'ucHon. — Il est 
facile de suivre la mar- 
che d'un point sur la 
courbe A. 

Les fig. /, 2, 3, mon- 
trent sa forme générale ^'»(/- ^• 
dans les trois cas principaux que nous venons de distinguer. 
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Nous avons supposé que A et A' faisaient un angle 0. Si ces 
deux droites sont parallèles, le lieu des points M esta Tinfiiii. 

Dans cette hypothèse la première partie du problème est 
facile à traiter directement, le lieu des points M n'étant pas 
nécessaire dans ce cas. 

2. — Revenons au problème proposé. 

Cherchons le lieu des points M, tels que le segment A A.' 
ait une longueur donnée /. 

On a w' — 2UU cos ô + v* = /". 

Le lieu de M est, d'après cela, puisque u, v sont les coor- 
données de ce point : 

(B) aj* — 2ay cos ô + y* — Z* = o ; 

c'est-à-dire une ellipse dont le centre est à l'origine. Les axes 





Fig. «. Fig. 3. 

de la courbe sont les bissectrices de l'angle des axes ox*, oy. 
Ils ont pour longueurs : 



m = 



l 



. 6 
2 sin - 

2 



n = 



/ 



d 

2 cos - 

2 



On peut donc, simplement, construire cette ellipse. 

Les points M, qui correspondent à des droites AA', répondant 
à l'énoncé de la question, se trouvent sur (B), ils sont aussi 
sur (A). Ils sont donc à l'intersection de (A) et de (B). 
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Or (A) peut être remplacée par 

(xy — 6a? — ayy sin" Ô — /*R* = o. 

Cette équation donne 

(G) (xy — bx — ay) sin 6 ± /R = o. 

Les hyperboles correspondantes ont mômes asymptotes 
x = a^ y = b, droites parallèles aux axes ox, oy et passant par 
le centre de la circonférence donnée. On peut obtenir leurs 

points d'intersection avec l'un des axes de coordonnées, ox 

(ZR \ 
oc = ± T J • Connaissant un poii^t et les 

asymptotes, on peut les construire, point par point. 

Les points d'intersection de (6] et (C), une fois connus, 
déterminent les droites AA' répondant à la question. 

Pour délerminer le nombre des solutions du problème, il 
faut étudier l'équation en X correspondant à (B) et (C); il y a, 
au plus, quatre solutions. 



QUESTIONS PROPOSEES 

312. — Soit le centre d'une circonférence A. En un 
point M, mobile sur A, on trace la tangente, qui rencontre 
en A une droite ^'SiQ, passant par 0. 

1® On demande l'enveloppe F de la bissectrice 8 de l'angle 
MAO. 

2® Le rayon OM rencontre, en B, la perpendiculaire élevée, 
en A, à la droite AO. De B, comme centre, avec BA pour rayon, 
on décrit un arc de cercle qui coupe 8 en un point C. Trouver 
le lieu de ce point C. 

3° Ce dernier lieu coïncide avec l'enveloppe trouvée plus 
haut. 

On propose de vérifier ce résultat» a prion, en résolvant la 
question suivante (*) : 

On donne une courbe U et une droite OA; la tangente en un 
point M, mobile sur U, coupe OA, en A/ déterminer le point ou la 
bissectrice de MOA touche son enveloppe. 

(*) EUe a été proposée par M. Neuberg, dans VEdticational Times du 
!•' mars dernier. 
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4® Uenveloppe F est une parabole, de foyer 0. Déduire, de 
ce résultat, le théorëuie suivant : 

Soit CD la corde focale principale d'une parabole P; on consi- 
dère une droile mobile K, tangente à P, et Von prend la droite K', 
symétrique de CD, par rapport à K ; /e lieu des projections du 
foyer sur K' est une circonférence. 

8^ En considérant les deux bissectrices des angles formés 
par AO avec la tangente en M, on obtient, pour l'enveloppe de 
ces droites, deux paraboles. 

Déduire, de là, que si Von considère deux paraboles égales et 
opposées^ ayant pour corde commune la corde focale principale^ 
les tangentes issues d*un point de cette corde sont defux à deux 
rectangulaires, (G. L,) 

313. — Soient MA, MB deux tangentes à une parabole P. 
Le demi-paramètre p de cette courbe est donné par la formule 

;).MO^-^(aireMAB)»; 
désignant le milieu de AB. 

En utilisant cette relation, montrer que le lieu des foyers 
des paraboles de forme invariable, inscrites dans un angle 
fixe 0, est la quartique correspondant à Téquation 

4^«y* sin* 6 = p\x^ -+■ y* -4- 2xy cos 6). (G. L.) 

314. — Montrer que les équations 

ix*-\- 2X-' b = 0, 

ax^ + 4-x^ — 6ax^ — ^x -\- a = o 
ne peuvent avoir une racine commune sans en avoir deux. 
Trouver la relation qui doit exister entre a et 6 pour qu'elle 
aient deux racines communes. Expliquer les résultats par la 
trigonométrie, (E, Humbert.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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REMARQUES SUR LA PARABOLE 

Par M. Maurice d^l^ag^ne. 



1. — Nous avons indiqué dans les Nouvelles Annales (1886, 
p. 295), le théorème suivant (*) : 

Le centre de gravité des points d'intersection d'une courbe algé- 
brique de degré quelconque et d'un cercle de centre fixe et de rayon 
variable est un point fixe, 

et nous avons examiné les particularités que présente ce théo- 
rème lorsque la courbe algébrique considérée est une conique 




à centre. Examinons maintenant le cas ou cette courbe est 
une parabole. 

L'équation de la parabole étant 

(1) y' - 2px = 0, 



(♦) Ce théorème a donné lieu, depuis, à une Note intéressante de M. le 
P' Genèse parue dans les Proceedings oftke Mathematical Society [Vol XVllI, 
p. 304). 

JOURI^AL DB MATH. 8P£C. — 1891. 5 
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celle d'un cercle quelconque de centre (a, p) et de rayon R, 

(2) a;' + y* — 200; — 2py -4- a« + p* - R« = o, 

on a, en tirant x de Téquation (1) et substituant dans Téqua* 
tion (2), 

(3) y' + 4t/«jp(p - a) + . . . = 0. 
Retranchant les équations (1) et (S) membre à membre, on a 

a* + 2(p — oi)x — 2py -h a" -4- p* — R» = o. 
Tirant de là j/ pour le porter dans Téquation (1), on obtient 

(4) x^ H- 4(p — a)x' + ... =0. 

Les équations (3) et (4) sont les équations aux ordonnées et 
aux abscisses des points d'intersection de la parabole (1) et 
du cercle (2). Si (X, Y) est le centre de gravité de ces points 
d'intersection, ces équations donnent 

X = jp — a, Y = G. 

Donc, le centre de gravité des points d'intersection d'un cercle 
et d'une parabole est situé sur Vaxe de cette parabole^ et la 
distance de ce centre de gravité au pied de la perpendiculaire 
abaissée du centre du cercle sur Vaxe de la parabole (dislance 
comptée dans le sens du foyer vers la directrice) est égale au 
demi-paramètre de la parabole. 

Ainsi, dans le cas de la parabole, le théorème présente cette 
circonstance remarquable que le centre de gravité est fixe, 
non seulement lorsqu'on fait varier le rayon du cercle, mais 
encore lorsque le centre de ce cercle se déplace sur une per- 
pendiculaire à l'axe de la parabole. 

2. — Du théorème précédent, on déduit immédiatement ce 
corollaire : Si une parabole, invariable de forme, glisse sur soi plan 
en conservant le même axe, le centre de gravité des points oii 
elle rencontre un cercle fixe quelconque est un point fixe de cet axe, 

3. — Plaçons le centre du cercle sur Taxe de la parabole et 
supposons ces deux courbes bitangentes entre elles. 

Le centre de gravité de leurs points d'intersection est 
alors le point ou leur corde commune coupe l'axe de la para- 
bole. Si l'on applique à ce cas la seconde partie du théorème 
sus-énoncé, on retombe sur la propriété fondamentale de la 
normale: La sous-normale est égale au paramètre* 
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4. — Proposons-nous maintenant d'appliquer notre théo- 
rème à la solution du problème suivant : 

Déterminer le point d'intersection dune parabole avec Vun de 
ses cejxles osculateurs. 

Du point M, pris sur la parabole, abaissons la perpendicu- 
laire MP sur Taxe de la courbe. Prenons PN égal au para- 
mètre : MN est la normale. Par M, menons une parallèle à 
Taxe, par N une perpendiculaire à MN; ces droites se 
rencontrent en K. La perpendiculaire KH, abaissée de K 
sur Taxe, coupe la normale MN en un point [x qui est, comme 
on sait, le centre de courbure répondant au point M. Le 
cercle décrit de fx comme centre, avec {aM comme rayon, est 
donc osculateur en M à la parabole. Il coupe en outre la 
courbe en un autre point V que nous allons déterminer. Ce 
cercle et cette parabole ayant trois points communs confon- 
dus en M et un point commun en V, le centre de gravité de 
leurs points d'intersection se trouve sur la droite MV, en un 
point I tel que IV = 3MI. Mais, d'après notre théorème, ce 
point s'obtient en prenant sur Taxe le point I tel que HI = NP. 
On a donc ainsi, un mode de détermination très simple du 
point V : Prendre sur Vaxe, en tenant compte du sens des segments. 
HI = NP, et prolonger MI du triple de sa longueur. 

5. — Nous allons transformer cette construction, en vue 
d'un certain résultat que nous allons donner. 

Puisque l'angle MNK est droit, et que IH = PN, l'angle 
MIK est droit aussi. D'ailleurs, les angles NMK et IKM étant 
égaux. Kl est parallèle à (xM', et, par suite |xM' est perpendi- 
culaire à MV. Gonséquemment 

arc MV = 2 arc MM^. 

Mais, si p-E est parallèle à PH, 

arc MMj = 2 arc ME ; 
donc arc MV '= 4 arc ME, 

ou arc EV = 3 arc ME. 

De là, ce théorème : 

Si la parallèle à taxe d'une parabole^ menée par le centre de 
courbure (x répondant au point M de cette courbe^ coupe au point E 
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le cercle osculaleur qui passe au point M, et que Von prenne sur 
ce cercle un arc EV triple de Parc MB, le point V est commun à 
ce cercle et à la parabole. 

Ce théorème a été obtenu au moyen de considérations 
mécaniques, par M. Despeyrous {Cours de MécaniquCy T. I, 
p. 29i). II n'était peut-être pas sans intérêt d'en donner la 
démonstration géométrique; on voit que cette démonstration 
est des plus simples. 

6. — Voici uue autre application du théorème qui fait l'objet 
de la présente Note : 

On sait que si A, B, G sont les pieds des normales menées 
d'un point quelconque à une parabole, le cercle circonscrit au 
triangle ABC passe par le sommet S de la courbe. 

Des lors, étant donnés deux points A et B sur une parabole, 
si l'on veut obtenir le point C de cette parabole pour lequel la 
normale passe par le point de rencontre des normales en A et 
B, on procédera comme il suit : 

û étant le centre du cercle qui passe par les points A, B et 
S, on abaisse de ce point, sur l'axe, la perpendiculaire Qa>, et 
l'on porte sur cet axe, à partir du point (o, le segment a>G égal 
au paramètre, dans le sens du foyer vers la directrice. Le 
point G est, eu vertu du théorème sus-énoncé, le centre de 
gravité des quatre points A, B, G et S. Dès lors, si Ton prend 
sur l'axe, à partir du point G, dans le sens de S vers G, le seg- 

ment Gj = -^> le point g est le centre de gravité des points 

A, B et G. Joignant alors le point g au milieu M de la corde 
AB, et prolongeant le segment M^, à partir de^, du double de 
sa longueur, on a le point G cherché. 

Lorsque l'on suppose les points A et B confondus, on a la 
solution de ce problème : mener ^ d*un point de la développée (Tune 
parabole, la normale à cette courbe qui n'est pas la tangente à la 
développée en ce point. 

7. — A cette occasion, je rappellerai le théorème suivant que 
j'ai obtenu comme cas particulier d*une certaine catégorie de 



. . * 

4. » • 
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courbes algébriques de degré quelconque, dans un Mémoire 
qu'a publié Y American Journal of Mathematics (1888, p. S5) (*) : 
Si les normales à uneparàbole^ aux points A, B, G concourent 
en un même point P, et que les normales PA, PB, PC rencontrent 
la parabole en A', B', C, les cercles décrits sur PA', PB' et PC, 
comme diamètres, sont tangents^ respectivement^ à BG, GA, AB. En 
oulre, si a, p, y sont les points de contact correspondants, les droites 
A'a, B'P, G'y sont tangentes à la parabole, en A', B' et G', 



SUR UNE REPRÉSENTATION PLANE COMPLÈTE f) 

DES FIGURES DE l'eSPACE 
Par M. Duchéne, ancien élève de TEcole polytechnique. 



Une représentation plane est complète, lorsqu'à une figure 
de l'espace, dont Tordre d'infinité est n, correspond une figure 
plane du même ordre d'infinité. Par exemple, la représenta- 
tion complète d'un point conduirait, le plus simplement pos- 
sible, aux coniques passant par deux points fixes; car l'ordre 
d'infinité de ces deux figures est le même : 3. 

Mais, dans cette hypothèse, une droite serait représentée 
par une infinité simple de ces coniques; ce qui ne dirait rien 
à Tesprit. Il faut donc conserver la représentation incomplète 
du point par le point, quitte à la compléter plus tard. 

Plus logiquement, une droite pourrait être représentée par 
une conique ayant un point fixe; mais la génération géomé- 
trique de ce mode de représentation serait, je crois, difficile à 
trouver. Ge que nous adopterons, c'est la représentation com- 
plète du plan, qui a l'avantage d'engendrer celles de la droite 
et du point : c'est cette représentation que nous allons exposer. 

Soit P notre plan du tableau. Il existe un mode de corres- 
pondance, point par point, des figures planes, tel qu'à une droite 
corresponde une conique passant par trois points fixes. Soit 

(*) Le théorème en question se trouve loc. cit., p. 60. 
(•*) On pourra rapprocher la présente Note d'un Mémoire d'Abcl Transon 
ayant pour titre : De la projection gauche {Nouvelles A finales, 1865, p. 385). 
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un plan Q. Le point m du plan P, qui correspond au point M 
du plan Q, pourra s'obtenir par Tinlersectiôn, avec P, d'une 
droite passant par M et s'eppuyant sur deux droites fixes, 
D et A. Alors, à une droite de Q correspondra, sur P, une 
conique passant par les traces : i® de la droite D, 2® de la droite A, 
3® de la droite, du plan Q, qui joint les traces, sur ce plan, des 
droites D et A. 
Lorsque le plan Q tournera autour de sa trace, c'est le dernier 

point qui variera sur cette 
trace, et à ce point marqué 
correspondra exactement 
un plan. Notre représenta- 
tion d'un plan par sa trace 
et un point pris sur cette 
trace sera donc complète. 
Soient I et J (fig. 4) nos 
deux premiers points fixes 
(le traces, sur P, des droites 
D et A). La droite ka et le 
point A définissent un plan. 
Si je veux tracer une droite de ce plan, je construirai une 

conique passant par ]es 
trois points I, J, A. Le 
point a sera la trace de 
cette droite. Ainsi, une 
droite est complètement 
représentée par une 
conique passant en I, J 
et par un point a sur 
cette conique. Enfin un 
point M sera représenté 
par son point corres- 
pondant m et un plan A 
qui le contient. 
Notre représentation 
est donc bien complète. Examinons quelques propriétés des 
plans et des droites dans l'espace, et voyons à quoi elles corres- 
pondent. 





Fig. «. 
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Intersection de deux plans. — Soient plans A, B (fig. 2), 
La conique qui représentera Tintersection passera par I, J, 
A, B, et aura pour trace a. Elle est donc bien définie. 




Fig. 3, 



© 






Application. — Les intersections deux à deux de trois plans 
sont concourantes. C'est-à-dire (fig, 3) que les coniques passant 
par I, J et, respectivement, 1® A, 6, G,2« C, a, B, 3<» B, c, A sont 
concourantes. 

Plans passant 
par une droite. — 
Une droite est re- 
présentée par une 

conique et un \ / / ^^^^9- 

point (sa trace). 
Un plan est repré- 
senté par une 
droite (sa trace) 
et un point sur 
cette droite. Si le 
plan passe par la droite, la trace du plan passera par la trace 
de la droite et le point représentatif du plan sera sur la conique. 
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Intersection d'une droite et d'un plan, — Soient une droite a 
et un plan Â. 

Menons, par la droite, un plan a (fig, 4), et prenons son 
intersection avec le plan A, C'est la conique IJAwa. Cette 
conique rencontre la première au point m cherché. 

Remarque. — Lorsque la droite aa varie, ce point m reste 
fixe; ce qui constitue un théorème. 
Condition pour que deux droites concourent (fig. S). — Soient 

deux droites a, 6. 

S'il existe un plan qui contienne 
ces deux droites, la trace de ce plan 
seraa6, et, déplus, le point représen- 
tatif de ce plan devra être à la fois 
sur les deux coniques. Donc la con- 
dition nécessaire et suffisante est 
que les traces des deux droites 
soient en ligne droite avec Tun des 
points d*inlersection des deux coni- 
ques qui les représentent. 

L'autre point d'intersection est 
le point de concours des deux 
droites. 
On peut, en transformant de cette 
façon des propriétés évidentes de la droite et du plan, arriver 
à des propriétés planes qui, elles, sont loin d'être évidentes. 

Exemple, — Si, par un point 
d'un plaU; on mène des droites 
de ce plan et qu'on joigne leurs 
traces à un point fixe du plan 
du tableau, on définit ainsi 
V > une série de plans qui passent 
(^•^ par une droile. Les points 
/ représentatifs de ces plans 
seront donc sur la conique 
qui représente cette droite. 
'\ Interprétation (fig. 6). — 

Soient A le plan; m le point 
du plan. La conique pointillée représente une droite du plan. 




Fig. 5. 




^fft 



\K 



Fig. 6. 
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passant par le point m. Joignons la trace u de cette droite à 
un point fixe F : cette droite wF sera la trace d'un plan pas- 
sant par la droite mF. Le point représentatif de ce plan sera 
a. Quand la conique variera, le point a décrira une conique 
passant par IJ, m et ayant pour trace F. 

Autre application. — Considérons trois droites a, 6, c (fig. 7) 
et une droite qui s'appuie sur elles. Il faut que la trace u de 
cette droite, jointe à celle 
de Tune quelconque des 
droites, a par exemple, 
donne une droite qui 
passe par Tun des poinis 
d'intersection de la coni- 
que u et de a. On peut 
donc poser ainsi le pro- 
blème : 

Lieu d'un point M tel 
qu'en le joignant aux 
points a, 6, c et en pre- 
nant les seconds points 
d'intersection avec cha- 
cune des coniques, ces 




Fig. 7. 



trois points, le point M et I, J soient sur une même conique. 
Ce lieu sera, évidemment, une hyperbole, trace, sur le plan 
du tableau, de l'hyperboloïde défini par les trois droites. 

En terminant, j'insisterai sur un cas particulier : celui oîi 
les points I, J sont les points cycliques. On arrive par cette 
voie aux propriétés suivantes : 

I. Étant donnés un triangle ABC et trois points a, b, c sur les 
côtés opposés, les circonférences Abc, Cab, Bca sont concourantes. 
(Cette première propriété est manifeste.) 

II. Si Von a une droite, un cercle, un point a sur le cercle^ un 
point A sur la droite; ayant mené par a une droite qui coupe le 
cercle en a et la droite en vl, le cercle Aua coupe enm le cercle 
donné. Ce point M est fixe quand aa varie. 

III. On donne une droite et un point A, sur cette droite; par A 
et par un point fixe m, on mène une circonférence qui coupe la 

JOURNAL DB HÀTH. SPÉC. — 1891, 
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droite en u. Si on joint n à un point fixe F, la droite obtenue 
coupe le cercle en a. Le lieu de a est un cercle. 

IV. Soient trois cercles et trois points A, B, C pris respective- 
ment sur ces cercles. Le lieu d'un point M tel que^ joint aux 
points k, B, C, les autres points d'intersection avec les cercles des 
droites obtenues et le point lui-même soient sur un cercle j est une 
hyperbole. 



LE TRIFOLIUM 

Par M. B« Broeard* 

{Suite, voir p. 80.) 



Le trifolium droit. 

Le trifolium droit se compose de trois boucles, dont deux 
égales et une troisième plus grande que les deux premières. 



:>M 



y7 1 > 




>^^>^. '"" 

Fig, 4î, 

Les rayons vecteurs des sommets correspondent à cos <o 
u) = 9oS p =.- 40; et tang w = ± y/^, w = ± 6o^ o 



o, 
a. 
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C'est du reste ce que ron pourrait reconnaître directement en 
suivant la détermination graphique des différents points de 
la courbe. 

M. de Longchamps l'a déduite du cercle 00' tangent en 
à une droite Oy (loc. cit. § 126, /. M. S., 1886, p. 251) en pro- 
jetant sur une corde OM le point M' symétrique de l'extrémité 
M de cette corde par rapport au diamètre OGO' (fig. 4i)^ 




Fig. 43. 

Cette construction peut se modifier de différentes façons : 

1® Projeter M en D sur le diamètre, puis D en E sur le 
rayon CM et prolonger DE jusqu'à sa rencontre, en N, avecOM 
(/. M. S., 1887. p. 68). 

2® Rabattre le point M par une rotation autour du point D. 
L'arc de cercle ainsi tracé rencontre OM en N (loc cit.). 
' 3« Prendre, sur 00' FD = DO' ou l'arc PM' = O'M' et 
projeter en N' sur FM ou sur PM (tracé dérivé de Thypo- 
eycloïde triangulaire). 

4® Décrire le cercle ayant OC pour diamètre et construire 
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les triangles isoscëles OEN^ ayant leurs côtés KN^ parallèles 
à OCO'. (Ce tracé, comme nous Tavons remarqué au début de 
cette notice, est la construction que M. G. de Longchamps a 
exposée dans sa Géométrie analytique (loc. cit., p. 51t.) 

Il est intéressant de comparer le trifolium droit à une courbe 
dont la définition, comme lieu géométrique, est donnée depuis 
le siècle dernier (fig. 18). 

Cette courbe dérive du cercle par la construction suivante : 
AB étant le côté d'un carré inscrit au cercle OAB, on projette 
le point N de la circonfér3nce sur AB et Ton prend, sur l'or- 
donnée du point N, une longueur PM telle que 

PM = v/AP.PN. 
Le lieu des points M ainsi obtenus, rapporté au pôle A et à 
Taxe polaire AB, a pour équation 

2771 COS 0) COS 2(i> 

^ COS* 0) + sin* 0) 
2m désignant la longueur AB. 

Le numératenr est de même forme que celui de l'équation 
du trifolium droit, et comme le dénominateur ne s'annule 

pas et reste toujours compris entre i et -, on reconnaft facile- 
ment que les courbes représentées par les équations 

2m COS (0 COS 2(0 
p = 2m COS (ù COS 2(1), p = — : : — \ — 

^ COS* 0) + sm* (I) 

ont même diamètre AB et mêmes tangentes aux points A, B. 
Elles diffèrent donc très peu Tune de l'autre, et la seconde 
courbe est extérieure à la première. 

En coordonnées cartésiennes, ces deux courbes ont respec- 
tivement pour équations 

(a:* 4- y*)' = 2maî(ic» — y*), 
a;^ -H y* = 2mx{x'^ — y'). 

Le foliuxn double. 

Des comparaisons toutes semblables peuvent être faites 
également pour le folium double. 
Le folium double se compose de deux boucles égales, tan- 
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gentes à 0^^ à Forigine^ et possédant ea ce point, sur Ox, un 
rebroussement. (Pig. i4,) 

L'origine est en même temps un sommet de la courbe. 

Les deux autres sommets se trouvent à l'extrémité de rayons 




Fia. 44. 



vecteurs correspondant à rinclinaison tang w = ± v^ 2, valeur 
un peu supérieure à 45®, comme on pourrait le reconnaître en 
se reportant à la détermination gr-iphique du folium. 

M. de Longchamps a donné, de cette courbe, la construction 
suivante (loc. cit.) : 

Projeter le point en F' sur une droite FF' issue d'un point 
fixe F de Oa? à une distance double du diamètre 00'; puis le 
point F' sur Oy, en E, et le point E en M sur OF'. On trouve 
alors immédiatement 

p =: 4a cos 0) sin* 0). 

Cette construction peut se modifier de diverses manières : 

t® La circonférence 00' rencontre les lignes EM, F'M en 
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deux points situés sur une parallèle à 00'. En d'autres termes, 
on trace une corde OB, on mène une parallèle BD à 00' et 
on projette D en M sur OB. Comme l'angle BGO' = 2(o, on 
trouve OM = p=z 2a cos co — 2a cos (d cos 20), ce qui est bieu 
la même équation que tout à l'heure. 
2® Prendre sur Oy, OA = EA ou l'arc OD' double de l'arc 

OD et projeter en M 
sur ED ou sur DD'. 
(Tracé dérivé de l'hy- 
pocycloïde triangulai- 
re.) 

3® Décrire le cercle 
ayant OG pour dia- 
mètre et construire les 
triangles isoscèles 
OKM ayant leurs cô- 
tés KM parallèles à 
Oy, (C'est la construc- 
tion donnée ( Géom. 
analyL, loc. cit. p. SU) 
par M. G. de Long- 
champs, pour le tri- 
folium droit, modifiée 
pour obtenir le folium 
double.) 

On peut déduire du 

cercle un autre folium 

double qui offre une 

grande ressemblance 

avec le folium qui 

vient d'être considéré. 

Cette courbe dérive 

du cercle par la construction suivante, donnée depuis le siècle 

dernier, comme celle du paragraphe précédent : 

AN étant une circonféreuce tangente en A à Aoî, on projette 
un point N de cette courbe, sur Ax, au point P, et on prend, 

sur NP, un point M tel que 

PM = \/AP.PN. 




Fig. /o. 
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Le lieu des points M ainsi obtenus, rapporté au pôle A et à 
Taxe polaire Aa?, a pour équation 

2m cos (0 si n' CD 
^ cos* (0 -H sin* (o 
m désignant la longueur du rayon. (Fig. 45.) 

Le numérateur est de même forme que celui de Féquation 
du folium double, et comme le dénominateur ne s'annule pas 

et reste toujours compris entre i et -, on reconnaît facilement 

2 

que les courbes représentées parles équations 

. . 2ni cos (I) sin' (o 

p = 4m cos 0) Sin" (0, p = :-- — 

cos* (0 -t- sm* <o 
ont même sommet et même point de rebroussement en A et 
sont tangentes entre elles aux mêmes points H, H'. Elles 
diffèrent donc très peu Tune de l'autre, et la seconde courbe 
est intérieure à la première. 

En coordonnées cartésiennes, ces deux courbes ont respec- 
tivement pour équations 

(x^ + î/»)* = 4ma;j/*, 

a;* + y* = 2mxy*. 

Les deux courbes que nous venons de signaler et dont le 

tracé présente de si grandes analogies avec le Irifolium droit 

et avec le folium double, sont, en définitive, des transformées 

de la circonférence, l'abscisse restant la même et l'ordonnée 

se changeant en ^- • 

On peut donc se proposer de chercher une construction de 
la normale MV au point M(X, Y) d'une transformée U', corres- 
pondant au point N(a?, y) d'une courbe donnée U. 

Voici, d'après une note de M. G. de Longchamps, la solution 
de cette question. 

Les formules de transformation étant 

X = X, Y* = ajy, 

,^ 1 xr dY dy 

on en lire aX = dx, 21 -r- =z x — -h y. 

aX. ax 

Soit (fig, 13} MV la normale inconnue. On a 

PV=Y^. 
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D'autre part, Â£ étant la parallèle à la tangente NT au 
point N, on a 



aj ^ -+. y =^ PK + PN. 
dx 



Donc 



PTC -4- PN AT 

PV = ^^ ^ ^'^ = PK -4- — = PK -4- AA' = PV. 

2 2 

La construction revient donc à mener, par le milieu de 
l'ordonnée à l'origine de la tangente TN, une parallèle à cette 
tangente et à rabattre sur APo; le segment PV, ainsi déterminé, 
sur l'ordonnée des points M, N. Alors, VM est la normale au 
point M.(La nature de la question fait voir de quel côté il faut 
rabattre le segment P V . ) 



Autres constructions du trifolium oblique. 

La construction donnée au début de cette notice^ s'applique 
à la circonférence (v) dont le diamètre 2a est la hauteur du 
trapèze formé par les tangentes parallèles à (f) comprenant 
le trifolium ; cependant on peut aussi prendre pour ligne fon- 
damentale la circonférence (K) et alors on a la construction 
suivante (fig, 16} : 

Mener par le point P une corde quelconque PA, puis la corde 
AB perpendicVilaire à (f) et projeter le point B, en M, sur PA. 
Le lieu des points M est le trifolium. 

En effet, en le rapportant au pôle P et à Taxe polaire PP' 
{f), et désignant respectivement PD, PM, APP', PTD, BDA 
par 2a, p, (0, 6, 2U, on a 

AB = 4a sin M, w + 6 = 2Ô -4 œ, 

et p = 4a cos (o) + 6) — 4a sin <o sin (20) -h 6), 

équation qui se réduit simplement à 

(1) p = 4^ cos 0) cos (20) -h 6), 

et représente, par conséquent, le trifolium oblique (g) déjà 
obtenu par transformation du cercle (v), (fig. 1 et 2). 

On déduirait de cette nouvelle construction f/îg^. iôjun certain 
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nombre de propositions de géométrie, par exemple, la nature 
de Tenveloppe des droites BMB', qui, d'après cela, doivent 
détacher', sur la circonférence (K) des arcs dans le rapport de 
1 à 2, comptés à partir d'un point convenablement choisi. 




Fig. 46, 



- On formulerait aisément d'autres remarques analogues, 
dont nous laisserons au lecteur le soin do développer les con- 
séquences. 
Nous mentionnerons seulement les propositions suivantes : 

Les 'pieds M des hauteurs des triangles PAB se trouvent toujours 
entre les tangentes au cercle (v) parallèles à la direction (f). 

La médiatrice du rayon vecteur PM rencontre la circonférence 
(v) en un point R, sommet dun triangle isoscèle PRM dont le côté 
RM est parallèle à [î). 

Les développements exposés précédemment rendent ces 
diverses propositions intuitives. 
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Il n'a été question ici de la direction (f) que pour montrer 
comment elle intervenait dans la nouvelle construction du 
trifolium (g); il est toutefois possible de s'en affranchir, et de 
prendre, pour la direction (/*), la direction perpendiculaire. 

Aux définitions connues de l'hypocycloïde triangulaire on 
peut donc ajouter la suivante : 

Si un angle inscrit dans-la circonférence (K) a un de ses côtés 
parallèle à une direction donnée (t), tandis que Vautre passe par 
un point donné sur la circonférence, la perpendiculaire à ce côté, 
menée par V extrémité de Vautre, enveloppe une hypocycloïde tnan- 
gulaire, tritangente au cercle donné. 

En résumé : 

Le heu des pieds M, M' des hauteurs des triangles PAB inscrits 
dans un cercle (K) et dont une des hauteurs PP' est fixe, est un 
trifolium, podaire, relative au point P, d'une hypocycloïde trian^ 
gulaire, tritangente à ce cercle. 

On en conclut encore la propriété suivante : 

Le rayon vecteur d'un trifolium est égal à celui de la circonfé- 
rence tritangente à V hypocycloïde correspondante^ diminué durayon 
vecteur d'un autre trifolium de même paramétre, mais orienté dif- 
féremment. 

Cette propriété, qui parait digne de remarque, résulte fort 
simplement de l'identité de nature des courbes représentées 
par les équations 

p = A COS (a + w) COS 2a), 
p = A COS (20) -h 9) COS O), 

p = A sin (20) + ç) sin o). 
La construction qui vient d'être représentée (fig. 16) peut 
être légèrement modifiée de la manière suivante : 

On donne une circonférence (K) et des cordes PA, PB issues 
d'un de ses points P. On projette A (ou B) en E sur un diamètre 
fixe GG', puis E en F sur AP (ou en F' sur BPJ; et Von prend, 
sur la corde AP (ou BPj le segment FM égal à AF (ou le segment 
F'M' égal à BF'.j 

Le lieu (M) [ou (M)] est un trifolium oblique. 



JOURNAL DB MÀTHÉMATIQUIS SPÉGIALKS ilS 

Cette construction est, en effet, une conséquence immédiate 
de la définition du trifolium comme lieu des pieds des hau- 
teurs de triangles inscrits PAB dont une hauteur PP' est 
donnée. 

Il suffit de tracer le diamètre GG' parallèle à cette dernière 
hauteur pour reconnaître l'exactitude de cette proposition. 

De la même figure on pourra aisément déduire d'autres con- 
structions du lieu (M, M') et conclure différentes propriétés 
de cette courbe. 

Voici, par exemple, une remarque très simple : 

Soienty dans une circonférence, des triangles inscrits PAB dont 
un sommet, P, est fixe, et un côté AB parallèle à une direction 
donnée {î), le lieu des projections de chacun des sommets A ou B 
sur une parallèle menée par le point B, ot* A , à l'une des cordes 
PA, PB, est un trifolium oblique. 

Lorsque 6 = o, le lieu des points F, F' est une courbe dont 
le rayon vecteur PF est la moyenne arithmétique entre celui 
de la circonférence PA, et celui du folium double, PM. La 
courbe (F, F') a donc pour équation 

p = 3a cos 0) — 2a cos' (o. 
Cette courbe admet un axe de symétrie et deux points 
d'inflexion qui, avec le pôle, forment un triangle équilatéral. 

(A suivre.) 



EXERCICE ÉCRIT 



43, — Soit A une des asymptotes d'une hyperbole équilatère 

H, de centre 0. Sur A on prend deux points mobiles P, Q tels 

que 

OP.OQ = h\ 

h, étant une constante donnée. Les tangentes issues des points 

P, Q touchent H en des points A, B. Trouver le lieu décrit par 

le point de concours des normales, en ces points A, B. 
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Kotes sur l'exercice 42. 

Soient x^, y^ les coordoDnées de A ; on a 

— -4-— =1 

et ron peut, par conséquent, poser 

x^ = 2a cos 9, 2/0 = 2^ sî^ 9* 
En prenant le faisceau des tangentes issues de A à Tellipse F et en 
combinant son équation avec celle de V, on trouve facilement, pour 
réquation de BG, 

20* 26* 

SB 11 

ou - cos<p4-Tsin 9 + I =0. 

a b 

L'enveloppe de BG est donc Tellipse F. 

Gette propriété est rendue évidente en considérant la figure proposée 
comme la projection do celle qui est formée de deux cercles concen- 
triques tels, que Fun d'eux a un rayon double de Tautre. On sait quMl 
existe alors une infinité de triangles équilatéraux circonscrits au plus 
petit des deux cercles, et inscrit à l'autre. 

On peut aussi vérifier que la relation de Cayley (0* = 4A©', notation 
de Salmon ; Géom. An, p. 483) s'applique aux équations des ellipses consi- 
dérées. 

2« Le point 0, centre commun des coniques F, F' est le centre de gra- 
vité du triangle ABG. On peut s>n assurer en vérifiant que OA est con- 
juguée de BG. Gela résulte aussi, immédiatement, des considérations 
géométriques que nous venons de donner. 

Le théorème d'Euler montre que, dans ces conditions, Torthocentre 
de ABG et le centre de la circonférence circonscrite à ce triangle décrivent 
des courbes homothétiqucs. est le centre d'homothétie, et le rapport 

d'homothétie est égal à . 

2 

En observant que les côtés de ABG sont touchés, par F, aux points 

milieux, on voit que le centre a> de la circonférence circonscrite à ABG 

coïncide avec lé pôle (X, Y) correspondant au point A{x^i 2/0) considéré 

comme pôle tangentiel. 

Les formules connues donnent, d'après cette remarque, 

2 2 
Xq — a c* d* 

^= ^*2/o "Yi — ;ti = -t- sin 9(4 cos» 9 — I) = — sin 89, 

W \ 2 .2 

Vo — b c* c* 

X= — c*x^-— — = — C0S9'i— 48in«9) = — CO839. 

«1/0 + 6^4 ^^ ^* 

Ainsi, le lieu du point a> est l'ellipse correspondant à Téquation 

c«X« + &«Y«=-. 
4 
Le lieu de Forlhocenlre est, pour la raison indiquée, une ellipse homo- 

tbétique, représentée par Téquation 

a«X« + 5«Y> = c*. 
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3' Pour avoir l'enveloppe des circonférences A, circonscrites à ABC, on 
peut diriger le calcul de deux façons très simples, que nous allons suc- 
cessivement indiquer. 

Le point a> étant le centre de A, Aa> étant le rayon de cette circonfé- 
rence, son équation est 

{X - X)« + (y - Y)« = (X. - X)« + (y. - Y)\ 
ou a;« -t- ^ -« 2Xx — lYy = a^ 4- 2/a.— aXar, — 2 Yy,. 

En utilisant les formules 14)(*), on a 

ico 4- yo — 2Xa?, — 2yy, = oh) ;r- \b* — yo) 



2a*b^ 
2a»6' 



. 2 c'!^ / 2 -\ 



s 2 



=(«'+*')(â+-S)=^^«'+'"^' 



Ainsi Téquation de A est 

aj« 4. y» — 2Xx — 2Yy = 2(a* + 6«) 
ou, en appliquant encore les formules H, 



c* « c« 



a;» 4- jfï — 2a* — 26* = a; — cos 3? 4- y — sin 3©. 

L*cnyeloppe des circonférences A est une courbe dont Téq nation est 

(a;« 4. yi - 2a« - 26')* = c^(- + ^, j • 

Autrement. Considérons A comme un cercle de Joachimstbal. En 
désignant par a?|, y^ les coordonnées du pied de la quatrième normale 
issue de 0) à F', on sait (Geom. An. p. 402), que A correspond à rcqualion 

(XX, VUi \ 

en posant 

(2) ti = 4a* -+- ^-^ --= 4<'* + V-' ^**) 

Les coordonnées du centre de A, d'après (1), sont données parlles 
formules : 

X, X. l ., 4a*a\ 

' 4a» 40* \ ^\ I 

Mais le centre de A, c'est le point de coordonnées X, Y. Les formules 

précédentes donnent donc 

b*x, 

2X -h x^ = -:j- -h ciy 



a 
ou a = 



d^Xi 
2 a* 



[*) On notera que, dans ces formules, il faut faire 

û»y§ 4- 6*4 = 40*6*. 
(•*) Dans ces formules, a, p désignant les coordonnées du point de con- 
cours des normales aux points A, B, C; c'esl-à-dire celles de Torthocentre 
de ABC. On observera, par conséquent, que 2X = — a, 2Y = — p. 
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cVi 



On a, de jnôme, p = — • 

Enfin, d'après (2), u = 2(a» -h 6«). 

Cela trouvé, l'équation (1) devient 



X' 






— = cose, -^=:sinO, 

20 25 



OU a;« + y* — 20* — 26» = i 354. -^ y. 

20* 2&* 

En observant que a;p Vi appartient à F', on peut poser 

^_ . Vi 

2a 
et réquation de A est, enfia, 

(U . ce \ 

^smô cosej' 

L'enveloppe, d'après cette équation, est la courbe dont l'équation a été 
donnée plus haut. 

Cette courbe est une quartique bi-circulaire, unicursale, facile à con- 
struire. 

Nota. — M. Bobn, maître répétiteur au collège de Compiègne, nous a 
adressé une solution de cet exercice. 



ECOLE CENTRALE 

CONCOURS DE 1890 (If Session). 



V^ SESSION. — On donne deux axes rectangulaires x'ox, y'oy 
et deux points A, B symétriques par rapport à ïorigine 0. 

/o On prends sur l'axe des x, un point quelconque P, et Von con- 
sidère la parabole (P) tangente aux droites PA, PB, au point A 
et au point B. Lieu du sommet S et lieu du foyer F de cette para- 
bole, quand P parcourt l'axe des x. 

2® On preniy sur Vaxe des y, un point Q quelconque, et Von 
considère la parabole (Q) tangente aux droites QA, QB, au point 
ket au point B. 

Les deux paraboles (P), (Q) qui correspondent ainsi à un point 
P pris sur x'ox et à un point Q pris sur y'oy se coupent aux points 
A, B et en deux autres points G, D. 

Former V équation de la droite CD et trouver le lieu décrit par 
les points C, D quand P, Q se déplacent sur les axes de façon que 
Vabsdsse de P soit égale à Vordonnée de Q. 
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Aperçu cPune solution. — !• On observera d*abord que PO est un diamètre 
de (P) ; par conséquent Taxe de cette parabole est parallèle à ox. 

Par S (a, p), menons des parallèles SX, SY aux axes donnés. Dans ce 
système, Téquation de [P] est 

Y> + 26X = o. 

Dans l'ancien système, on a donc 

(P) (y - p)* + 26(a; — a) = o. 

En écrivant que cette équation est vérifiée par les coordonnées a, b ; 
— a, — 6, des points A, B, on trouve 

(1) (6 _ p)> + 26(0 - a) = o, (6 + p)» - 26(a + a) = 0; 
d*où (6 — p)»(o + a) = (6 -h p)«(a — a). 

Le lieu de S est donc une hyperbole : 

ay* — 2bxy ■+■ at^ z= o. 
2» Soient a , p' les coordonnées du foyer F. On a : 

(2) P' = p, «' = «--• 

Des relations (1), (2) on tire 6p' = aô; 
et, finalement, y*{a* — b*) — 2abxy H- a*6* = o. 

3* Cherchons Téquation générale des paraboles (P). En soustrayant, 
de P, successivement, les relations (1), (2), on a 

[y — &)(y + 6 — 2p) -h 2B(x — a) = o, 
iy -¥- b){y — 6 — 2p) + 2b{x -ha) = o. 

Ces deux équations représentent, Tune et Tautre, la parabole (P). En 
les combinant, de façon à éliminer le paramètre p, on a 

by* -h 2^bx — ay) — 6' = o, etc.. 

On obtient ay^ + bx'^ = ab(a + 6). 

En supposant que ab soit positif, on voit que le lieu est une ellipse ; 
c'est une hyperbole, si ab est négatif. Dans tous les cas, la conique est 
circonscrite au rectangle dent les côtés sont parallèles aux axes, et dont 
les points A, B sont deux sommets opposés. Les tangentes en ces points 
sont parallèles aux bissectrices des axes, etc. 

Remarque, — Le coefficient 0, introduit dans le calcul indiqué plus haut, 
a une interprétation remarquable, parce qu*il représente, au signe près, 
le paramètre de la parabole. En calculant OP, ce qui peut se faire en 
prenant le pôle de AB, on trouve immédiatement 

OP. 6 = 6». 

On déduit de là une propriété utile à signaler, comme toutes celles qui 
mettent en évidence le paramètre de la parabole ; elle a inspiré l'exercice 
que nous avons proposé sous le n» 313 (Journal, p. 96.) 



QUESTIONS PROPOSEES 



315. — On donne une courbe plane fixe U, un point et 
une droite Oz^ dans son plan. 

Soient P, Q, deux points mobiles sur U et tels que Os soit 
bissectrice de Tangle POQ; les tangentes aux points P, Q se 
coupent en S; OS rencontre PQ en V. 
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Démontrer que PQ touche son enveloppe en un point R 

tel que 

RP _ OP^ QV 

RQ~'ÔQ^*PV' 

Application. — On considère une ellipse de centre ; soient 
OP, OQ deux isogonales par rapport aux axes de la courbe. 

i^ Trouver Tenveloppe de PQ. 

2® Soit A la circonférence circonscrite au triangle POQ. La 
tangente à A, en 0, coupe PQ en un point dont on demande 
le lieu géométri [ue. 

On trouve, dans les deux cas, pour représenter le lieu 

cherché, l'équalion 

c\y^ - x^) = a^b\ 

Expliquer cette coïncidence, en appliquant le théorème en 

question. (G. L.) 

316. — D'un point M, on mène, à une parabole P, trois 
normales MA, lUB, MG. Les tangentes aux points A, B, C for- 
ment un triangle A'B'C. Soit w le centre de la circonférence 
circonscrite à A'B'C. 

Démontrer que Mco passe par le foyer F de P et que Ton a 

2a)F = FM. (G, L.) 

317 (*). — On donne deux droites rectangulaires OX, OY et 
deux points P, Q. On mène par P deux droites coupant OX, 
OY en quatre points A, B, C, D. Comment faut-il mener ces 
droites pour que les cinq points A, B, C, D, Q appartiennent 
à une même hyperbole équilatère. Trouver le lieu du centre do 
cette hyperbole. (J. Neuberg,) 

I*) L^exercice marqué 312 (p. 95) doil prendre le n« 312 6». 



Le Direcleur-géranl, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR L'ÉQUATION EN S 

DES QUADRIQUES EN COORDONNEES TANGENTIELLES 
Par M. €}. Méténier, professeur au Collège de Saint-Flour. 



1, Uéquation d'un plan étant, en coordonnées rectilignes, 

X y z 

--h|H 1=0, 

a c 

si Ton pose w = - o, v= -b, w = - c, les paramètres 
u, Vy w sont les coordonnées tangentielks du plan. Si ces para- 
mètres sont liés par une équation 

/•{w, v, w) = o, 
on démontre que le plan enveloppe en général une surface 
ou une courbe, et Téqualion précédente est dite Tégua/ion tan- 
gentielle de la surface ou de la courbe. La définition des coor- 
données Uy V, w indique suffisamment leur signification 
géométrique. L'équation du plan prend la forme 

nx -h vy -h wz -{- i = o. 

Nous nous servirons aussi des coordonnées homogènes, 

X y z 
en posant au lieu de a?, y, z les expressions -,-,-, et au lieu 

U V to 

de u, V, w les expressions -,-•»—; nous supposerons alors 

s s s 

que dans les résultats on fasse ^ = i et s = i pour passer des 
coordonnées homogènes aux coordonnées ordinaires. 

Cette homogénéité se trouvera réalisée dans le cas des coor- 
données tétraédriques; Téquation du plan sera : 

K>x -h vy -h wz -h st = o, 
x^ y, s, t étant les distances, avec des signes convenables, d'un 
point du plan aux faces du tétraèdre de référence, w, v, w, s 
étant des paramètres proportionnels aux distances prises, 
avec des signes convenables, des sommets de ce tétraèdre au 
plan. Nous désignerons par P, Q, R, S les aires des faces de 
ce tétraèdre, et Tangle dièdre de deux faces telles que P et Q 
par le symbole \P, Q). 

L'équation d'une quadrique, en coordonnées tangentielles, 

sera : 

/■(u, Vy w, s) = Au* + A'v* 4- A.''w^ 4- 2Bvw + 2Wuw -¥■ 2Wuv 

4- 2GUS + 2CVS -h 20' ws + D«* = O. 
JOURNAL DB MATH. SPÉC. — 1891 . 6 
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DaDS le cas des coordonnées rectilignes, on devra supposer 

5 = I, et nous écrirons /*(w, t*, w) = o. 
Cela posé, donnons-nous deux plans (u^v^w^s^) et (u^v^w^s^) : 
Les coordonnées d'un plan quelconque passant par leur 

droite (D) dlntersection peuvent s'écrire : 

En substituant ces valeurs dans f{u, v, w, s) = o, nous expri- 
merons que le plan est tangent à la surface et nous aurons : 
(1) f{u, V, w, s) ■¥ \{u/^^ -h v/^^ + w/^^ + s/,) 

Cette équation admet deux racines, mais, si ces racines sont 
égales, les deux plans tangents qui passent par la droite (D) 
coïncideront, et cette droite (D), située dans le plan {u{0{U)^Si)y 
sera tangente à la quadrique et aussi à la section de la qua- 
drique par ce plan. Le plan {u^v^w^s^ sera un plan tangent à 
cette section. Si donc nous regardons comme variables les 
coordonnées u,, t;,, w^ et^, et si nous les désignons simplement 
par M, V, Wy 5, réquation 
(2) 4/*(Mi, Vi, Wi, s^)f{uy v, w, s) - («/;, + vf^^ + uf^^ + sf,y = o, 
exprimera que les racines de Téquation (1) sont égales et par 
suite, que le plan {uvws) est tangent à la conique intersection 
de la quadrique et du plan ifiyV^w^s^, Ce sera donc l'équation 
tangentielle de celte conique. 

Soit à trouver par exemple Téquation de la section d'une 
sphère par le plan de l'infini. On sait que cette section est un 
cercle commun à toutes les sphères, et qu'on nomme le cercle 
imaginaire de Vinfini. Supposaçt les coordonnées rectilignes 
rectangulaires, l'équation tangentielle d'une sphère est : 

(3) R*(W' -♦- r* + M?*) — (att '\-pV'hyW'¥- I )' = o, 

R désignant le rayon et a, p, y les coordonnées du centre de la 
sphère. Les coordonnées du plan de l'infini étant 

w^ = o, Vi = o, w^ = o, 
l'équation (2) nous donne immédiatement, pour l'équation de 
la section de la sphère par le plan de l'infini : 

(4) w"+i;* + t^" = o. 

C'est l'équation tangentielle du cercle imaginaire de l'infini. 
On voit, en outre, que ce cercle est l'enveloppe des plans tan- 
gents menés, à la sphère donnée, par le centre de cette sphère; 



R 



— (aw-*-pt;+Y«^+5^)*=0f 
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car un plan tangent à la sphère, et passant par son centre a des 
coordonnées te, v, w satisfaisant à Téquation (3) et à Téqualion 
du-h^v-hyto-^- 1 =0, et, par suite, satisfaisant aussi à l'équation 
(4). Cette remarque permet de trouver Téqualion du cercle 
imaginaire de l'infini dans les autres systèmes de coordonnées 
sans nouveau calcul. Par exemple, dans le cas des coordonnées 
tétraédriques, requatioiv d'une sphère est 
u^-hv^-^w^ + 5*— 2ut; cos (P, Q) 

— 2tte^ cos (P, R)— 2tt5Cos(P, S) 

— 2VW COS (Q,R) — 2VS cos(Q, S) 

— 2tt^5C0S(R,S)] 

en désignant toujours par a, p, y» ^ les coordonnées du centre. 
Les plans tangents passant par le centre satisferont à cette 
équation et à la suivante : 

au -^ ^v + ^w -h ts = o. 

On aura donc aussi : 
(S) u'+t»*-l-ii;"+«'— 2Ut;cos(P,Q)— 2um;cos(P,R)— 2t^cos(P,S) 

— 2VW cos (Q,R) — 21;* cos (Q,S) — 2w$ cos (R,S) = o, 
qui sera l'équation du cercle imaginaire de l'infini, dans le 
système tétraédrique. 

Ces préliminaires posés, je vais établir un théorème fonda- 
mental. (A suivre.) 

LE TRIFOLIUM 

Par M. n* Broeard* 

{SuUe, voir p. 106.) 



Un mode de transformation géométrique. 

La construction du trifolium en partant du cercle, repré- 
sente un mode de transformation (*) qui a été signalé par M. G. 
de Longchamps {Géom. analyt. loc. cit., p. SU), et qui a dû se 
présenter bien des fois à la curiosité des géomètres. 

A défaut d'autres renseignements bibliographiques, il parait 

(*) La question proposée au concoure de celte année à rÉcole poly- 
technicpie, question dont nous donnerons une solution dans le prochain 
numéro, a pour point de départ la transformation de la parabole, par le 
mode en question. G. L. 
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digne d'une nouvelle attention, parce qu'il fournît très sim- 
plement un grand nombre de propriétés de certaines courbes, 
notamment de Thyperbole équilatère et du trifolium. 

Ces réserves faites sur la nouveauté des résultats, voici en 
quoi consiste la transformation : 

On donne une courbe (U), une direction (f), et un point P, pôle 
de la courbe (Pig, 17). 




^ Fig. 47, 

Par le pôle, on mène des rayons vecteurs PN, que Von rabat autour 
du point N dans la direction (f). 

On demande le lieu (M) des points M, W ainsi obtenus et le tracé 
de la tangente en M, M' d la courbe (M), connaissant la tangente 
NS au point N de la courbe (U). 

La méthode des limites conduit fort naturellement à la déter- 
mination de la tangente, ainsi que M. Gr. de Longchamps Ta 
établi (toc. cit., p. 514) de la manière suivante, en supposant 
(ce qui est toujours possible), la direction (/*) parallèle à Taxe 
polaire PX. 

S désignant l'intersection des tangentes NN', MM', on a, par 
la similitude des triangles SNM, SN'M', 

SN _ NM __ PN ^ 

SN' ~ N'M' "" PN' ' 
donc SP est une bissectrice de l'angle NPN'. A la limite, SP 
est perpendiculaire à PN. 

Voici, de la même proposition, une autre démonstration 
communiquée par M. d'Ocagne. 

d(N), (2(M) désignant les différentielles des arcs décrits 
simultanément par les points N, M, on a évidemment 
rf(MN) = d(N) cos SNM 4- d{M) cos'SMN. 
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Mais d(MN) = d(PN) =-(iiN) cos SNP; 

et d(M) = ^ d(N). 

Donc, après suppression du facteur d(N) 

cos SNP = cos SNS h- r=^ cos SmS 

NS 

ou NS cos SNP = NS cos SNM"+ MS cos §5^"= NM = NP, 
et par suite l'angle NPS est droit. 




La construction de la tangente est donc établie avec toute 
la généralité désirable. Néanmoins, nous croyons utile d'ex- 
poser un autre moyen d'y parvenir. 

La courbe (U) pouvant être considérée, dans le voisinage du 
point Â, comme un élément de sa tangente, sa transformée, 
en ce point, se confondra avec la transformée d'une droite. 

Or, on peut aisément reconnaître que la transformée d'une 
droite (d) est une hyperbole équilatère circonscrite au parallé- 
logramme PLP'L' dont les côtés sont parallèles aux droites (d) 
(/") et dont un des sommets est au point P, l'autre, P', étant 
symétrique par rapport à un point de la droite (d) (Fig. 48) . 

Si par le centre 0, milieu de PP' sur la droite (d), on mène 
une parallèle à (/), ce diamètre de l'hyperbole rencontrera la 
courbe en deux points S, S', tels que OS = OS' = OP* 



n 
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Donc les axes de Thyperbole sont parallèles aux bissectrices 
de Tangle APO des directions (rf), (/"). 

On observera que, par suite de Tégalité des segments PH, 
KL, des sécantes parallèles à (/*), compris entre Thyperbole 
et ses asymptotes, ces deruières sont définies par la condition 
que les triangles HAO, OÂE soient isoscèles. On pourra donc 
obtenir les asymptotes par une construction directe : 

Prendre un point A quelconque sur (rf) et rabattre le seg- 
ment OA suivant la direction (f) en AH, AK, puis joindre OH, 
OK. Ces droites seront les asymptotes de Thyperbole équilatère 
transformée de la droite {d) par rapport au point P. 

Les angles de ces asymptotes avec la droite {d) seront donc 

I» 90 - I» (p désignant l'angle PAO. 

Par construction, le triangle PP'L est rectangle en P' et 
inscrit à l'hyperbole équilatère; donc, en vertu d'une propriété 
connue, la corde PL est normale en P à cette hyperbole. 

C'est du reste ce qu'il serait aisé d'établir directement. Ainsi, 
l'hyperbole équilatère transformée d'une droite {d) est toujours 
normale, au pôle, à la direction (f). 

Incidemment, on peut rappeler que PL est la longueur du 
diamètre du cercle de courbure à l'hyperbole au même point P. 

De plus, aux points S, S', les tangentes à l'hyperbole sont 
parallèles à la droite {d). 

Sur ces diverses propriétés, on pourra consulter les ouvrages 
suivants: PlUcker, Analyt. geom. Entwick. t. L p. 331 ; Harini, 
iV. A. M, 1861, p. 327 ; Milinowski, Elem. synL Geom. der gleich, 
Hyperb, 1883; Schoute, Congrès de Blois, 188 i, p. 43; Mathesis, 
VI, 1886, p. 13. 

Cela posé, il reste à déterminer les tangentes aux points 
M, M' déduits d'un point B de la droite (d). 

Par définition et en vertu de ce qui précède, la droite {d) 
est le diamètre conjugué à la direction (/*); doncles tangentes 
en M, M', se rencmtrent sur la droite (d), en un point B'. 

Ainsi, plus généralement, les tangentes en M, W se rencontrent 
sur la tangente à la courbe (U) au point A. 

Il suffit donc, en résumé^ de connaître la tangente en un 
seul des points M, M'. 
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On l'obtiendra en projetant le point M, par exemple, en m, 
sur une des bissectrices précitées (asymptotes de Thyperbole) 




Fig. 49. 



et prolongeant le segment Om d'une longueur égale mm' à 
partir du point m. Mm' sera la tangente en M. 

Mais on peut profiter aussi de la remarque précédente et 
modifier cette construction, en la rendant plus simple (fig. 19) : 

Tracer le diamètre AOZ conjugué à la corde MM'; décrire 
la circonférence ayant A pour centre et AM pour rayon; elle 
rencontre Thyperbole en deux points P, S, qui se trouvent 
être les intersections de la circonférence avec la corde POS 
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perpendiculaire à OA. Mener les tangentes à cette circonfé- 
ence en P et S; elles se rencontrent en un point Z pôle de 
PS. ZM, ZW sont les tangentes demandées. 

La propriété précitée de l'hyperbole équilatère peut s'é- 
noncer autrement : 

Une circonférence passant par deux points P, S, diamétralement 
opposés sur rhyperbole équilatère rencontre cette conique en deux 
autres points M, M' telsy que la droite MM' est conjuguée à Vaxe 
OA du cercle. Les cordes PS, MM^ du cercle et de Vhypei'hole ont 
même pôle Z. 

Ou bien encore : 

Chacune des circonférences passant par deux points P, S 
diamétralement opposés sur Thyperbole équilatère rencontre 
cette conique en deux autres points M, M', tels que la corde 
MM' a une inclinaison constante, symétrique de celle de la 
corde PS par rapport aux asymptotes. Donc ces cordes MM' 
admettent le même diamètre conjugué OA perpendiculaire à 
PS.OA est le lieu des pôles des cordes MM' et le pôle Z de la 
corde MM' par rapport à Thyperbole est le même que celui 
de PS par rapport à la circonférence. 

Il est utile d'observer que la corde MM' de l'hyperbole est 
en même temps un diamètre de la circonférence PSMM'. 

Réciproquement, la circonférence décrite sur une corde MM' 
d'une hyperbole équilatère rencontre cette conique en deux 
autres points P, S, situés sur un diamèlre de l'hyperbole. (Voir, 
à ce sujet, iV. A. M., 1879, p. 32o; Gharvet.) 

On peut enfin donner une autre construction de la tangente 
en M, en observant que cette tangente est symédiane du 
triangle PSM* 

Cette propriété, énoncée parM. E. Lemoine (/. S. 1884, p. 168 
et 1886, p. lis), puis par M. d'Ocagne (/. S. 1889, p. 143) peut 
être établie comme il suit. 

En vertu d'une propriété connue, le point M de contact do 
la tangente TMT' est le milieu du segment de cette tangente 
compris entre les deux asymptotes; donc le triangle OMTest 
isoscèle. 

Mais, d'autre part, on sait que les cordes communes à tin 
cercle et à une hyperbole équilatère sont également inclinées 
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sur les axes (ou sur les asymptotes) ; le triangle P'MS' est donc 
isoscële et la bissectrice de Tangle PMS est parallèle à OT'. 

Or, OM est la médiane du triangle PMS; TM est donc la 
symédiane. (Voir aussi /. S. 1890, pp. 122 et 131 ; G. Tarry.) 

La même figure pourra nous servir pour l'application d'une 
autre propriété de Thyperbole équilatère, indiquée par M. G. 
de Longchamps (J. S. 1889, p. 264) : 

Deux circonférences MPSM', mPSm' passant par deux points 
P, S diamélratement opposés sur Vhyperbole équilatère rencontrent 
celle-ci en des points M, m (M', m') tels que les angles MSm, MPm 
(M'Sm', M'Pm') sont égaux. 

Cette propriété résulte immédiatement du fait de l'égalité 
d'inclinaison des cordes SM, PM sur les asymptotes. 

Enfin, en se reportant à la construction générale de la tan- 
gente en M à une courbe (M) transformée d'une courbe (U), 
on reconnaît immédiatement la propriété suivante : 

La tangente à r hyperbole équilatère^ transformée de la droite (d), 
rencontre celle-ci à son point dHntersection avec la perpendiculaire 
à NP menée du point P. 

La transformation géométrique dont il vient d'être question 
se traduit aisément par les formules suivantes (Voir loc. cit., 

Géom. analyt. p. 823). 

Y = y, X = a? ± \/x* -h y«, 

X»-Y» 

d'où y = ^y a: = ^^ • 

Âinsiy la droite dont l'équation est 

y = mx 4- n, 
se transforme en une hyperbole équilatère ayant pour équation 

m(a?* — y^) — 2xy + 2nx = 0. 
En coordonnées polaires, les formules précédentes devien- 
draient 

r sin w = sîn w, 

p COS 2(0 

r COS u = • 

2 COS a> 

C'est ainsi, par exemple, que leur substitution dans Téqua- 
tion de la circonférence (v) 

r = 2a COS {u -h ô), 
donne pour résultat l'équation (2). 

JOURNAL DB MATH. SPiC. — 1891* 6. 
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On peut reconnaître également d'autres propriétés des 
courbes transformées. 

Si la courbe (M) admet des asymptotes rectilignes, la trans- 
formée en admet un nombre double, et ces nouvelles asymp- 
totes sont les bissectrices des angles formés par les asymptotes 
de la courbe (U) et par la direction (/*), les sommets de ces 
angles étant les projections du point P sur ces asymptotes. 

Si ces droites sont parallèles, les asymptotes de la trans- 
formée sont représentées par deux séries de droites rectangu- 
laires et parallèles, dont les intersections se trouvent sur la 
projetante du pôle P sur les asymptotes de (U). 

Gomme à chaque point de la proposée correspondent deux 
points de la transformée situés sur des droites parallèles, on 
voit qu'en général le degré de la transformée doit être double 
de celui de la proposée. 

La transformation est donc biquadratique ; mais le degré 
peut se réduire, si la direction (/*) est parallèle à une droite 
jouant un rôle essentiel (axe de coordonnées, directrice, 
asymptote, axe de symétrie, etc.) ou si le point P se trouve 
sur la courbe ou sur une des droites précitées, etc. 

C'est pourquoi certains cas particuliers de cette transfor- 
mation méritent d'être signalés.^On pourra citer les suivants : 

Si les données sont, par exemple, une parabole (U), son 
foyer P, et Taxe (f), la courbe transformée (M) se compose, 
évidemment, de la directrice (d) et d'une parabole (U') ayant 
même axe et le point P pour sommet. Le paramètre de cette 
nouvelle parabole est moitié du précédent. 

Dans ce cas, les hyperboles équilatères sont tangentes à la 
directrice, et normales à l'axe de la parabole au foyer P. Elles 
ont leurs centres sur la tangente au sommet de la parabole. 

On en conclut que ces hyperboles ont pour enveloppe une 
parabole. C'est du reste ce qu'on peut vérifier par l'analyse. 

En effet, la parabole donnée étant représentée par l'équation 

y^ = 2px -h p', 
l'hyperbole équilatère tangente aux droites x= o, a; = — p, 
et ayant son centre sur la droite t/ = wm? a pour équation 

aja _- yt ^ 2mxy 4- (i H- m'^)px = o. 

L'équation de l'enveloppe de ces courbes est donc 
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X*y^ — px{x^ — J/' + poo) = O, 

qui se décompose en 

x=o, x=—py y^ = px. 

Si les données sont une parabole (U), le sommet P, Taxe 
(/*), la transformée est une cubique formée de deux arcs symé- 
triques par rapport à Taxe, se croisant au point P et dont une 
branche est asymptote à une droite parallèle à Taxe des y et 
à une distance du point P égale au paramètre de la parabole. 

Si les données sont une hyperbole équilatère 

xy = a», 
le centre P, Tasymptote PX, la direction (f) parallèle à PX, 
on a, par les formules précédentes, 

Y(X« - Y») = 2a«X. 

Cette transformée se compose de deux branches hyperbo- 
liques asymptotes à PX et à la bissectrice de Tangle des axes, 
et d'une branche, è inflexion au point P, et en deux autres 
points et asymptote à la perpendiculaire à la bissectrice pré- 
citée (voir hc, cit, Géom, analyt., p. 524). 

La construction de cette courbe nous a été signalée en 1863, 
comme question d'examen. Nous devons admettre que l'auteur 
de cette question avait employé la transformation étudiée ci- 
dessus ; cependant cette construction ne nous a pas été indiquée. 

Hyperboles équilatères tangentes au trifoliunx 

oblique. 

La transformation que nous venons d'étudier, appliquée à 
un cercle (v), donne en général une courbe du quatrième 
degré dont les dimensions dépendent de trois paramètres : 

La distance du point P au centre du cercle; 

Le rayon du cercle; 

L'angle de la direction (f) avec la droite OP. 

Mais ces paramètres se réduisent à deux, si le point P est 
situé sur la circonférence. 

On obtient alors, suivant les valeurs de l'angle des deux 
directions (f) et OP, toutes les variétés du trifolium oblique. 

Ces diverses courbes présentent, par conséquent, les pro- 
priétés suivantes : 
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La circonférence (v) est la ligne diamétrale des cordes paral- 
lèles à la direction (/*). 

Le cercle donné et le trifolium sont tangents à deux paral- 
lèles à la direction (/*). 

Chacune des cordes (f) rencontre le trifolium en quatre 
points, formant deux couples (M, M'), (m, m'), correspondant 
à deux hyperboles équilatères et à deux points A, a, de la 
circonférence. Les tangentes en A, a, à ce cercle, passent par 
les points de rencontre T, ^ des tangentes TM, TM', tm, tw! 
au trifolium. 

La propriété des tangentes au trifolium {g) aux points G, G' 
d*être parallèles entre elles et perpendiculaires à PD est une 
conséquence de la propriété des tangentes à l'hyperbole 
équilatère. En effet, le point D devient alors le centre de 
rhyperbole; donc les tangentes à cette courbe aux points 
G, G' opposés sur un de ses diamètres sont parallèles à la tan- 
gente en D au cercle (v), c'est-à-dire perpendiculaires à PD. 

Le trifolium est Tenveloppe d'hyperboles équilatères nor- 
males au point P à la direction (/"), et dont les centres sont 
sur la cardioïde, podaire de la circonférence par rapport au 
point P. 

Les tangentes communes au trifolium et à Vhyperbole équi- 
latère peuvent s'obtenir par un tracé dérivé des seules données, 
sans qu'il soit nécessaire de représenter l'hyperbole. Il suffit, 
pour cela, de mener la taogente en A au cercle (v) et en P au 
cercle MPM', ayant A pour centre et PA pour rayon. 

On pourrait, enfin, essayer d'appliquer l'analyse à la recherche 
de l'enveloppe des hyperboles équilatères précitées, mais lo 
développement des formules serait probablement très com- 
pliqué. On peut l'abréger en observant que le résultat dérive 
de la remarque suivante : 

L'enveloppe des hyperboles équilatères tangentes à l'origine 
à l'axe des y et dont les centres se trouvent sur la podaire de 
l'origine par rapport à une courbe donnée est une autre courbe 
dont l'équation se déduit de la première, rapportée aux mêmes 

axes, par le seul changement de x en ^ > y restant inva- 

riable, ^__^, , i^ suivre.) 
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INTERSECTION D'UNE DROITE 

ET d'un HYPERBOLOÏDE DE REVOLUTION 
Par M. Baudran, élève au Lycée de Rouen. 
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La méthode de M. Rouché, indiquée par M. Garon {Géom, 
descript,, p. 261), a rinconvénient de faire dépendre la con- 
struction d'un point 
0), qui peut sortir des 
limites de Tépure; 
alors le procédé 
n*est plus applicable. 
En voici un que nous 
croyons nouveau et 
qui peut toujours 
être employé. 

Prenons encore, 
comme surface auxi- 
liaire, le paraboloïde 
dont les directrices 
soient : la droite 
donnée (D, D') et les 
génératrices (A, A') 
(B, B') de rhyperbo- 
loïde, dont les projec- 
tions horizontales 
sont parallèles à D. a 
Les deux surfaces 
ayant deux généra- 
trices communes, de 
même système , se 
coupentsuivantdeux. 
génératrices de Tau- 
tresyslème,que nous 
allons déterminer, et dont les points d'intersection avec (D, D') 
sont les points cherchés, ' 
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Ces génératrices sont parallèles à Tintersection du cône 
asymptote de Thyperboloïde et du plan directeur du parabo- 
loïde, non parallèle à D, Pour avoir sa direction, nous cher- 
cherons deux génératrices du paraboloïde; par exemple, celles 
qui ont pour projection verticale A'B', et dont les projections 
horizontales sont M, aS (*). Puis, par le centre de l'hyper- 
boloïde, ou par un point arbitraire de son axe, nous mènerons 
des parallèles à ces droites, (os, o>s')y (or, o'r') et aux généra- 
trices (AA', BB'), pour déterminer le cône asymptote. Nous 
couperons par un plan horizontal tel que la trace (olk) du 
cône, et celle du plan (ors)(oYs') soient dans la limite de 
répure; ce qui est toujours possible. Les génératrices d'inter- 
section seront om, on, en projection horizontale. 

Les génératrices cherchées, de Thyperboloïde, ont leurs pro- 
jections horizontales parallèles à ces droites et tangentes au 
cercle de gorge. Il y a deux de ces génératrices ; un peu d'atten- 
tion, ou la considération de la trace de Thyperboloïde fait dis- 
tinguer immédiatement celle qui est du système différent de A 
et qu'il faut prendre. Ces deux droites pg, PiQi coupent D en g 
et ji, projections horizontales des points cherchés. 

Le sommet du cône étant arbitraire, la construction s'ap- 
plique encore lorsque o' est en dehors des limites de l'épure. 

Remarque. — On peut appliquer au paraboloïde hyperbo- 
lique cette construction, en remplaçant le cône par les plans 
directeurs ; l'épure n'exige alors que des tracés de droites, et 
ne présente aucune particularité remarquable. 

EXERCICE 44 



D'un point M on mène à une parabole P des tangentes 
MA, MB, qui coupent l'axe de P aux points A', B'. 

MA 
1® Lieu du point M, sachant que rrjr= est égal à une con- 
stante K? 

(*) Si les points d, 6 n'étaient pas dans les limites de l'épure, on con- 
struirait alors deux génératrices quelconques du paraboloïde, et on 
appliquerait la même série de constructions. 
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MA' 

^ Lieu de M, lorsque — ; est égal à K? 

Ces deux lieux coïncident. 

AB 

3° Lieu de M quand ttttt» est constant ? 

A Jj 

Ce dernier lieu est un système de deux droites perpendicu- 
laires à Taxe de P. 

Note sur l'exeroioe 43. 

Prenons Thyperbole H rapportée à ses axes, A étant Taxe OX. Soit M' 
(a, ^') le point de concours des tangentes issues des points P, Q; les 
normales aux points A, B se coupent en un point M (a, p). De M, partent 
deux autres normales MG, MD; soit M" (a", ^") le pôle de CD. 

Les points A, B, G, D appartiennent à Thyperbole d'Apollonius qui 
correspond au point a, p, et dont réc[ualion est 

ûc* — »' — oa? ■+■ Pî/ = o, 
et à la conique dégénérée constituée par les droites AB, GD, polaires des 
points M', M". 

D'après cette remarque (*) 
{x^' -h yaJ — 2m«)(a;p" — ya" — 2m') -h X(a;« — y^ — olx -\- ^y) — o 
représente Thyperbole proposée {xy — m^ =: o). 

En identifiant ces deux équations, on a d'abord 

puis 
,o^ j 2aaT = 4^V - p V^ - P'>), 

^*^' j 2pa'p' = 4W«^' -h a'(a'* — f^). 

Gela posé, les tangentes issues de M', sont représentées pdr Téquation 

4(052/ — tn\oL^' — m*) = [x^' + yod — 2my, 
En faisant y = o, on a 

0?*^' — 4m*a? 4- 4m'a' = o, 
équation dont les racines sont OP, OQ. La relation proposée 

OP.OQ = h\ 

donne donc , = h^- 

OU 

(1) ^'^fea', 

4m' 
en posant k = — — • 

Pour obtenir le lieu demandé, il reste à éliminer a , p' entre les éga- 
lités (1) et (B). 
On a, successivement, 

(•) On observera que la marche adoptée dans cette solution est toute sem- 
blable à celle qui est indiquée (Voyez notre Géom. Analyt.j p. 396), pour 
aboutir aux formules faisant connaître les coordonnées du pôle normal. 
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4 2. k 

?L (, _ A:») — pfc- + w'fc = o. 
4 2 

Uélimination de a' entre ces deux relations donne, finalement, 

(y - kx][ky + oj) = ^ (i - /c«)(i + A:T. 

Cest l'équation d'une hyperbole équilatère. 

Nota. — M. Bohn, maître répétiteur au collège de Compiègne, nous a 
adressé une bonne solution de cet exercice. Il prend l'hyperbole donnée 
rapportée à ses axes ; mais le calcul se trouve ainsi légèrement compliqué. 



CONCOURS GENERAL 

(l" juin 1891) 



Mathématiques spéciales. 

On donne une quadrique Q et une sphère S de rayon nul ayant pour 
centre le point P; soit 2 une quelconque des quadriques passant par 
l'intersection de la quadrique Q et de la sphère S. 

!• Démontrer que le cône ayant pour sommet le point P et pour base 
la sectionne la surface S par un plan touchant la quadrique Q en un point 
quelconque M, a pour un de ses axes de symétrie la droite PM; 

2° Trouver le nombre des quadriques S qui se réduisent à de véritables 
cônes et les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'un de ces 
cônes devienne un véritable cylindre ou un système de deux plans réels; 

S'' La quadrique Q et le point P étant donnés ; examiner si la propriété 
énoncée au numéro premier peut subsister, quand on remplace la sphère 
point S par une quadrique convenablement choisie. 



QUESTION 276 

Solution par M. Jean-Gaston Darboux, élève en mathématiques spéciales 
au Lycée Louis-le Grand (cours de M. Niewenglowski). 



Deux sommets opposés d'un quadrilatère complet restent fixes. 
Deux autres, non opposés y décrivent une conique. Lun des sommets 
restants décrit une ligne droite. On demande le lieu du sixième 
point, Cest une conique. 

Si la droite donnée est parallèle à la polaire de l'un des deux 
sommets fixes par rapport à la conique donnée; si, de plus^ elle se 
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trouve à égale distance de ce sommet et de cette polaire, les deux 
coniques sei*ont homot hé tiques; le démontrer géométriquement. 

Question analogue : la conique donnée étant remplacée par une 
quadrique et la droite donnée par un plan. (Tissot.) 

Prenons immédiatement le cas où deux sommets du qua- 
drilatère complet considéré sont sur une quadrique Q et oîi Tun 
des sommets est dans un plan donné, deux autres sommets 
restant fixes. 

Soient Q la quadrique donnée et P le plan décrit par Tun 
des sommets. Nous pouvons, de la manière suivante, trouver 
un point du lieu : 

Par l'un des sommets fixes A, menons (fig. /J une droite 
quelconque AX qui 
coupe le plan P en un 
point D. Traçons BD. 
Cette droite coupe la 
conique en deux points 
E et E'. Joignons l'un 
de ces points, E par 
exemple, au point A 
et prolongeons la 
droite obtenue jusqu'à 
sa rencontre avec la 
quadrique au point F. Eafin traçons BF. Le point M, inter- 
section de AX et de BF, appartient au lieu. C'est en effet le 
sixième sommet d'un quadrilatère complet dont deux sommets 
A et B sont fixes et dont deux sommets E et F sont sur la 
quadrique donnée, le dernier sommet D étant dans^^le plan P. 

On voit en adoptant ce mode de génération du lieu que, sur 
une droite quelconque, AX, passant par A, il y a deux points 
du lieu, sans compter le point A qui pourrait en faire partie. 
En effet, nous avons joint le point A au point E. Mais nous 
aurions pu le joindre au point E', ce qui nous aurait donné; 
après les mêmes constructions, le point M' au lieu du point M. 
Ainsi, en dehors du point A, nous avons deux points M et M' 
sur une droite AX. Si donc le point A ne fait pas partie du 
lieuj ce lieu sera une quadrique. 

Or pour que M ou M' vienne en A, la droite AX doit se 




Fig, i. 
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confondre avec AB. Cherchons l'intersection de la droite AB 
avec le lieu. Pour cela, remarquons d abord que dans le cas 
général nous avons, en appliquant au triangle MAF, coupé 
par la transversale BD, un théorème cormu, la relation suivante 

BM EF DA _ 
BF EA DM ■" ^' 
Lorsque la droite AX tend vers AB 
le théorème est toujours vrai. A la 
limite, lorsque AX est confondu avec 
AB, on a, en posant AM = x (fig. 2), 
(AB+ic)EF.DA=(AB-hAF)EA.(DA+CD), 
^*^- ^' d'où Ton tire 

(BA + AF)EA-BA.EF ^, DA.AF.BE 

œ = ' ^, -n . DA = 




EF.DA-(BA + AF)EA EP.DA- (BA + AF)EA 

Pour que le point M se confondit avec le point A, il faudrait 
que X fût nul. On devrait donc avoir Tune des trois relations 

AD = 0, BE = o, AF = o. 
Les deux premières égalités ne sont pas compatibles 

avec les conditioDS de l'énoncé. Quant 
à la dernière qui exprime que le point B 
est sur la quadrique, si on la suppose 
remplie, il est facile devoir qu'on ne trouve 
plus sur toute droite passant par A qu'un 
seul point du lieu M : il n'y a pour cela qu'à 
appliquer la construction donnée plus haut 

(fig- 3). 

^^ig- 5* Le lieu est donc une quadrique. 

Nous allons maintenant retrouver ce résultat par le calcul. 

Nous emploierons les coordonnées tétraédriques; et nous 
prendrons, pour sommets du tétraèdre de référence, les points 
fixes A, B et deux points quelconques du plan P. 

Les coordonnées de A seront p = y = B = o , colles de B 
a = Y = S = o. 

Soient a = p> 

(1) a« -f a(6p + Cy 4- dh) 4- cp(p, y, S) = O, 

les équations du plan P et de la quadrique, 7 représentant 
une fonction homogène, du second degré. 

Par le point A nous menons une droite quelconque AX. 
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Soient 6 = my = p8, 

ses équations. 

Les coordonnées de son point d'intersection D avec le plan P 
sont a = p = wy = p8. 

Par suite, les équations de BD sont 

a = my = pà» 

Ecrivons les équations du faisceau des droites passant par A 
et par l'intersection de BD avec la quadrique. A cet effet, éli- 
minons a entre les équations (1) et 

a = my = p8. 

Nous avons 

(2)my=pB, mV + wy{6p + cy-l-d^y)+9(P,y,^)=o. 

La dernière est du second degré en - . Soit X une des racines 

ï 

Û 

de cette équation résolue par rapport à - . On a donc 
TO* + mf 6X + c -h d — j + 9U, I , — j = G, 

P = Xy. 
Ainsi les équations de AE, par exemple, seront 

wp = myX = XpS. 
Les équations du faisceau EE', FF' seront 

my = p8, 

(a — Wy)(a 4- TOy -h 6p 4- Cy) = G. 

On les obtient en combinant les équations de la quadrique 
et du faisceau AE, AE', c'est-à-dire les équations (l)et (2). 

Mais les équations my = pS, a = my représentent la droite 
EE\ Par suite, la droite FF' a pour équations : 

(3) my=p5 a + my-hcy-f-d8-f-6p = G. 
D'autre part AF a pour équations 

(4) mp = myX = XpS. 

Pour obtenir les équations de BF il suffit d'éliminer p entre 
les équations (3) et (4), ce qui donne 

my = p8, a -t- my ■+■ 6Xy + (T^ + dS = G. 
Nous avons donc à chercher le lieu du point de rencontre 
des deux droites représentées par les équations 

p = my, ( a H- (m -h c)y 4- ôXy + dS == G, 

my = po ; ( my = p8 ; 
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sachant que X vérifie la relation 

m'+ w ftX + c + d — j -h <p (x, I, — j = G. 
Éliminant m, p et X, on a 

OU 

(5) cp[ ^^-^ , Y, 8] - ap = G. 

Cette équation représente une quadrique. 

Cette quadrique et la quadrique donnée se coupent suivant 
deux courbes planes. En effet, explicitons la fonction cp; nous 
aurons les équations des deux quadriques : 

(i) a(a + èp ■+■ Cy + dS) -h Ap« -h A'y» ■+■ A"8* 

+ 2(By + B'8)p ■+■ 2B'y8 = g, 

(5) «p_A(l±i±£l±^-AV 

- A''8« + 2(By + B'8) ^ + ^+^^y + <i^ _ ^B'^S = o. 

Ajoutons membre à membre : il vient 

a(a + 6p + cy -h p -h d8) + A p« - ^ ^—77^ 

/■D T..^^^« a -+■ B + Cy + d81 
-+■ 2(By + B'8) p H i— T-î = G. 

En multipliant par 6* et remplaçant la différence de carrés 
par un produit, on voit que Téquation se décompose en ces 
deux autres 

(6) I * "^ (^ ■*" *)P + cy + d8 = G, 

^ ^ ( ft«a + A(6p - a - p - cy - d5) + 26By + 26B'8 == o. 

Ces équations représentent les plans de deux coniques com- 
munes aux deux quadriques considérées. 

On peut obtenir ces plans d'une manière assez simple. Con- 
sidérons un cône ayant pour directrice la courbe d'intersection 
de la quadrique Q et du plan Pj et pour sommet le point A. 
Son équation, qui s'obtient par l'élimination de a entre les 
équations de P et de Q, est 

(i ■+■ 6 + A)p* + A'y« -h A"8» + (cy + d8 + 2By H- 2B''a)p 

-h2BV = o- 
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Par hypothèse, ce cône coupe la quadrique suivant une pre- 
mière courbe plane. Il la coupe donc suivant une seconde 
courbe plane située dans Tun des plans dont nous avons plus 
haut les équations (équations 6). Pour le voir, il suffit de 
retrancher membre à membre les équations du cône et de la 
quadrique Q, ce qui donne l'équation d'une quadrique passant 
par leurs courbes communes. Cette équation est 

(a — p){a + p + 6p + Cy + dS) = o. 

Nous retrouvons bien Tune des équations (6). Si nous répé- 
tions la même opération, en prenant le point B comme sommet, 
nous obtiendrions la seconde des équations (6). 

Nous sommes donc arrivés à cette conclusion que les plans 
des courbes communes aux deux quadriques s'obtiennent en 
menant des côoes ayant pour sommets les points A, B, et 
pour directrice commune la courbe d'intersection du plan P 
et de la quadrique Q. La seconde courbe d'intersection de 
chacun de ces cônes^ avec la quadrique donnée, est une courbe 
commune aux deux quadriques. 

Pour que les deux quadriques soient homothétiques il faut 
et il suffît que l'une de ces courbes soit rejetée à l'infini et que, 
par suite, le cône correspondant soit parallèle au cône des 
directions asymptotiques de la quadrique Q. Cherchons donc 
la condition pour que le cône, ayant pour sommet le point B 
par exemple et pour directrice la courbe d'intersection de P 
etQ^ soit parallèle au cône des directions asymptotiques de Q. 

Menons une génératrice quelconque de ce cône. Soit U le 
point oÎL elle rencontre le plan polaire du point B. Le point U 
et le point B sont conjugués harmoniques par rapport aux 
points d'intersection de la droite BU avec la surface. Or, si 
nous supposons BU parallèle à une direction asymptotique, 
l'un de ces points d'intersection est à l'infini. Donc le premier 
doit être au milieu de BU. Par suite, la génératrice variant, le 
lieu du point d'intersection de cette génératrice avec la surface, 
c'est-à-dire la courbe d'intersection du plan P et de la qua- 
drique Q, sera une courbe située dans un plan équidistant de 
B et du plan polaire de B par rapport à la quadrique Q, et 
parallèle à ce plan polaire. 

Nous avons donc démontré la proposition d'une manière 
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générale. Supposons maintenant que, gardantcomme sommets 
fixes les points A, B, on veuille seulement trouver le lieu 
du point M, deux sommets se déplaçant sur une conique C, le 
cinquième sommet étaut mobile sur une droite A; la droite A, 
la conique et les deux points A et B restant dans le même 
plan. 

Considérons, dans le cas général, un plan quelconque pas- 
sant parla droite AB. Ce plan détermine, dansQ, une section 
conique. Nous pouvons toujours supposer que cette section 
soit C. Le même plan coupe P suivant une droite qui sera A. 

Dans le cas général, le lieu du point M est la quadrique 
a\ant pour équation 

g + p 4- Cy 4- ÇgS 

?( 1 > ï» S) - ap = G. (Q ) 

Ici, tout se passe dans un plan S = Ky. Le lieu sera 

l'intersection de ce plan avec Q'. Ce lieu sera donc une conique 

représentée, dans l'espace, par les équations 

T- , a -h p + Cy + dS 
8 - Ky, cp( —^ . ï> ^) - «? = O. 

Ainsi que dans le plan considéré, étant rapportée à un 

triangle de référence ayant pour sommets les points A et B 

et le point où la droite A rencontre le côté CD du tétraèdre 

de référence considéré plus haut, l'équation de la conique, 

lieu du point M, est 

^ -a + p + K'Y . 
?( -^ > y) - «P - o, 

si réquation de la conique donnée C est 

(p(p, y) + a(6p -»- K'y) + a» = o. 

Les coniques seront homothétiques, si ce sont les sections 
de quadriques homothétiques ; et si les quadriques sont homo- 
thétiques, la droite A déterminée dans le plan P par un plan 
Pi passant par AB sera parallèle à la droite déterminée par 
Pi dans le plan polaire du point B, et de plus le point B et sa 
polaire seront équidistants de A. 

Nota, — Nous avons reçu diverses solutions de MM. G.Tarry ; 
Leinekugel; Georges Bernache-Assolant, élève du lycée Goq- 
dorcet; Cellerier, élève de l'école préparatoire de Sainte-Barbe. 
Une des solutions envoyées ne portait aucun nom d'auteur. 
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Nous avons à signaler particulièrement deux solutions très 
élégantes de M. Sarfati, lycée d'Alger. 

Voici la solution de M. B. Assolant. Celle de M. Gellerier 
n'en diffère que par de légers détails. 

Soient S, S^ les deux sommels fixes, et A la droite fixe. 
On peut construire un quadrilatère répondant à la question, 
de la façon suivante : D'un sommet fixe S^, on mène une 
droite arbitraire rencontrant la conique donnée aux points 
a et 6, qu'on joint au second sommet fixe S; les droites So, 
S6, rencontrent la droite A en a, été, qu'on joint à S,; S^a^, 
&ibi coupent So et Si, d'abord en a^ et ô^, puis en M et m qui 
sont des points du lieu. On a, en effet, construit ainsi deux 
des quadrilatères considérés : SS^aéiiM et SS^aba^m. 

Cela posé, on peut considérer les constructions effectuées 
comme résultant de l'é- ^ 

pure suivante. Prenons 
le plan de la figure comme 
plan horizontal de pro- 
jection. Soitlecône ayant 
pour sommet un point 
projeté horizontalement 
en S et pour directrice, 
dans le plan horizontal, 
la conique donnée. On 
coupe ce cône par le plan 
vertical A : la section est 
la directrice d'un second 
cône dont le sommet est 
le point Si dans le plan horizontal. 

Ces deux cônes du second degré, ayant une première courbe 
plane commune, en ont une seconde, lieu des points M, m, et 
qui se projette suivant une conique. 

La droite A coupe la conique en P, Q; les droites S^P, 
S,Q rencontrent cette conique en deux autres points j», q ne 
qui appartiennt évidemment au lieu. D'autre part, on voit 
facilement que la polaire R de S^, les droites A eipq, qui sont 
concourantes en un point a, et la droite S^a forment un faisceau 
harmonique. 
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Si le point a s'éloigne à Tinfini; et si, de plus, la droite A 
est équidistante du poiot S^ et de sa polaire, la droite pq. 
sera rejetée ^à Tinfini : c'est-à-dire que le lieu des points M 
et m, et la conique proposée auront une corde commune à 
l'infini, donc elles seront homothétiques. 

Gomme application de cette propriété, on peut supposer que 
la conique donnée est un cercle, que le point S est à l'infini, 
on obtient alors les constructions qui étaient nécessaires à la 
détermination de la projection verticale de l'épure proposée 
à l'École Polytechnique en 1887. (Quart de Tore et Cône.) 

La projection verticale est alors une courbe homothétique 
à la conique donnée, c'est-à-dire un cercle. 



QUESTIONS PROPOSEES 



318. — On donne une droite et deux cercles qui ne la ren- 
contrent pas : construire les foyers d'une conique tangente à la 
droite et bi-tangente à chacun des deux cercles. (A. Tissot,) 

319. — Soit 

y^ 3 

l'équation d'une série de 
_x courbes. Chacune, telle que 

AGB, rencontre l'axe des 
abciases en deux points déterminés par a? = ± — i . Démontrer 
que le segment AGB a une aire constante (*). (E» Catalan,) 

/ (*) C'est-à-dire, indépendante du paramètre X. 




Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 



—^ — ' ■ II , 

IMPRIMERIE CENTRALE DES CHBDIINS DE FER. '- IMPRIMERIE GHAIX. 
RUE BBRaiRB, 20, PARIS. ^ i i -| GO-S-QI . 
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SUR L'ÉQUATION EN S 

DES QUADRIQUES EN COORDONNEES TANGENTIELLES 
Par M. €i. Héténier^ professeur au Collège de Saint-Flour 

{Suite, voir p. 121.) 



2. — Théorème. Les plans principaux d'une quadrique et le' 
plan de V infini forment le tétraèdre polaire commun à cette qua^ 
drique et au cercle imaginaire de Vinfini considéré comme une 
quadrique. 

On sait que deux quadriques ont en général un tétraèdre 
polaire commun, unique. Voyons ce qu'il adviendra quand 
on remplacera Tune des quadriques par le cercle imaginaire 
de l'infini. L'équation de ce cercle est : 

<p = t(2 + t;« + to* = o, 

les coordonnées étant supposées rectangulaires. Cherchions 

la position du pôle d'un plan (UiViW^) par rapport à cette 

conique considérée comme une quadrique. Ce pôle a pour 

équation : 

UUi + vv^ + ww^ = o. 

D'où il résulte que le pôle d'un plan quelconque, par rapport 

au cercle imaginaire de l'infini, est à l'infini ou situé dans le 

plan de l'infini. Si donc ce point est le pôle du même plan par 

rapport à une quadrique f(u, v, w) = o, le plan passera par 

le centre de la quadrique. Il en sera de même pour deux 

autres plans {u^v^w^) et (u^v^Ws). On aura donc aussi, pour les 

équations des pôles de ces plans ; 

Les trois plans considérés et le plan de l'infini formeront 
donc un tétraèdre qui sera un tétraèdre polaire commun aux 
quadriques 9 = o et / = o, pourvu que le pôle de l'un des 
plans soit situé dans les autres plans. Ceci entraine les con- 
ditions : 

WiW,4-ViVa+l^iM;ji=0, U^Uj^-hV^V^+W^Wi^^O^ U^Ut-hVj.Vf^+tVg.W^^O. 
JOURNAL DB MATH. 8PÉC. — 1891. 7 
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Or, ces couditions expriment que les trois plans sont per-- 
pendiculaires deux à deux. Ce sont donc les plans principaux 
de la quadrique /*(w, v, w) = o, et le théorème est démontré. 

3 . — On peut donner une démonstration géométrique fort 
simple de cethéorème.Considérons une quadriqueet une sphère, 
ainsi que le tétraèdre polaire qui leur est commun, et soit F 
une face de ce tétraèdre. Elle détermine dans la quadrique 
une conique, et dans la sphère un cercle G, et ces deux courbes 
sont conjuguées par rapport au triangle qui forme la face F. 
La courbe G et la quadrique ont donc, comme plans polaires 
communs, les plans des autres faces du tétraèdre. Si la face F 
est le plan de Tinfini, c'est que la sphère et la quadrique 
sont concentriques, et le centre commun est Tun des sommets 
du tétraèdre polaire commun. Alors, le cercle G est le cercle 
imaginaire de Finfini. Gonsidérons le cône isotrope qui a pour 
sommet le centre commun de la sphère et de la quadrique. 
Ge cône passe par le cercle G, et deux de ses génératrices 
forment avec deux des arêtes du tétraèdre un faisceau harmo- 
nique. Donc ces deux arêtes sont rectangulaires, et leur plan 
est un plan polaire commun à la quadrique et au cercle G; le 
théorème est démontré. 

Soient maintenant deux quadriques quelconques représen- 
tées par : 

f{Uy V, w,, s) = o, 9(w, V, w, s) = o. 

L'équation du pôle d'un plan (Wq^o^o^o)» P^^r rapport à la 
quadrique /* = o sera : 

L'équation du pôle du même plan, par rapport à la quadrique 
op = o, sera : 

Les deux pôles coïncideront si Ton a : 

9ll, 9vo ?tCo ?«0 

en appelant S Tun des rapports. Dans ce cas, le plan (MoVoti^o^o) 
sera un plan polaire commun aux deux quadriques. 

3« — Cas des coordonnées reclangulaires, — Supposons que 



(8) 



= o = A(S). 
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la quadrique (p(it, v, w, s) =o soit le cercle imaginaire de 
Tinfiai, ou qu'on ait 

(p = ti» 4- w" + t6;* = o. 
Alors les équations (6) deviendront, en supprimant les 
indices des variables : 

[ {k - S)m + B'î; -h B'w -h G == o, 
j B'u 4- (A' - S)v -h Bw -h C = o, 
^^^ ) B'u -H Bv + (A" - S)m; -h C = g, 
( Gw -h G'v -h G't^; + D = o. 
Ces équations entraînent la suivante : 
A- S B" B' G 

B" A' - S B G' 
B' B A" -S G" 

G G' G" D 

Gette équation que nous nommerons Téquation en S, de la 
quadrique /(w, r, w) = o, donnera trois valeurs de S. Soient 
S', S', S'" les racines de cette équation. En substituant Tune 
d'elles dans les équations (7), et en résolvant ces équations 
linéaires, on aura les coordonnées d'un pian principal de la 
quadrique f(u, v, w) = o. 

Le premier membre de l'équation en S est un invariant, car 
il est le discriminant de la forme /*— S9. En outre, c'est un 
invariant quel que soit S; par suite, les coefficients des 
diverses puissances de S sont des invariants. Donc les racines 
de l'équation A(S) = o sont aussi des invariants. 

Supposons d'abord D 7^ o. Dans ce cas, la quadrique est à 
centre, et si on la rapporte h ses trois plans principaux, son 
équation aura la forme : 

au' -h ^v^ + yw;* 4-8 = 0. 
L'équation en S devient, dans ce cas : 

(0, « S)(p - S)(y - 8)8 = o. 
Gomme elle admet les racines S*, S' et S'" on aura donc 

a - S', p = S', Y = S^ 

Soit A le discriminant de la quadrique : on a A = A (o) ; et, 

par conséquent, A = S'S'S'^D. Du reste, quand on passe d'un 

système rectangulaire à un autre système rectangulaire, le 

module de la transformation est égal à l'unité. On aura donc : 

A = S'S'S^D = apyS, 
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et par suite on a 8 = D. Si donc, nous appelons a, 6, c les 
demi-axes de la quadrique on aura : 

SV + S'v^ 4- S''w^ + D = o 
S' I., S' , S'" 

^ - D D D 

pour l'équation de la quadrique rapportée à ses axes, et pour 
les longueurs de ces axes. 

Supposons maintenant D = o. Alors Téquation en S a une 
racine infinie. La quadrique est, comme on sait, un parabo- 

loïde. 

Rapportons cette quadrique aux deux plans principaux 
situés à distance finie et au plan tangent au sommet, son 
équation aura la forme 

av* + ^w* H- 2yU =^ o. 

L'équation en S sera 

- Y«(a - S)(p - S) = o. 

L'équation (8) donnera deux racines S' et S' et Ton aura 

a = S', p = S', A = - aPY». 

L'équation réduite de la quadrique sera 



/ 



On peut résumer ces résultats de la manière suivante. Si, 
dans réquation f{u, v, w) = o d'une quadrique, le terme indé- 
pendant des variables n'est pas nul, la quadrique est à centre. 
Elle est un ellipsoïde si les trois racines de l'équation en S 
sont de même signe. L'ellipsoïde est réel si les racines et le 
terme indépendant des variables sont de signes contraires; 
s'ils sont de même signe, l'ellipsoïde est imaginaire. Si 
l'équation en S a deux racines de signe contraire au terme 
indépendant des variables, la quadrique est un hyperboloïde 
à une nappe; si elle n'en a qu'une, c'est un hyperholo'ide à deux 
nappes. Enfin si le terme indépendant des variables, dans 
l'équation de la quadrique, est nul, cette quadrique est, comme 
on sait, un paraboloïde. C'est un para6otoï(fce/fejD/ig'U€ si l'équa- 
tion en S a ses deux racines de même signe, et un paraboloïde 
hyperbolique dans le cas contraire. 

Des cas particuliers peuvent se présenter. Si, par exemple, 
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le discriminant de Téquation f{u, v, w) = o est nul, l'équa- 
tion en S admet une racine nulle; et réciproquement. Dans 
ce cas, la quadrique se réduit à une conique. Pour la raciue 
nulle, les équations (1) donneront les coordonnées du plan de 
la conique. Les deux autres racines correspondent aux axes 
de la conique ou à l'axe de la parabole, s'il n'y a qu'une racine. 
Ces axes seront déterminés par les intersections du plan de 
la conique et des plans principaux fournis par les valeurs de 
S non nulles. 

Si l'équation en S admet deux racines nulles, la quadrique 
se réduit à deux points. La distance de ces deux points sera 
donnée par la racine non nulle. Si S' est cette racine et rf cette 

S' 
distance, on a (/" = -•-- . Cette formule donne la distance de 

deux points lorsque l'on connaît leur équation quadratique. 

(A suivre.) 



LE TRIFOLIUM 

Par M. 0« Brocard. 

{Suite, voir p. 123.) 



Questions diverses. 

Au cours de ces recherches, nous avons rencontré certaines 
questions présentant une corrélation plus ou moins directe 
avec l'étude du trifolium et nous avons pensé qu'il y aurait 
utilité à en indiquer ici quelques applications. 

I. — C'est ainsi, par exemple, que les constructions données 
dans ce qui précède s'adaptent parfaitement à l'étude géomé- 
trique de la question 173, énoncée par M. Amigues (/. S. 1885, 
p. 192): 

On donne un triangle rectangle IPI' (supposé isoscèle); on lui 
circonscrit un cercle et une hyperbole équilatère variable. Ces deux 
courbes ont alors en commun trois points fixes I, P, T, et un point 
variable R. En ce dernier on mène la tangente \iRW à l'hyperbole. 
Trouver le lieu des points d'intersection M' de cette tangente avec 
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les parallèles menées par le sommet P de Vangle droit aux asymp- 
totes de la même hyperbole. 

Une solution analytique a été publiée (loc, cit., 1888, p. 9c^), 
mais la question peut se traiter très simplement par la géo- 
métrie. 

En effet, en utilisant le résultat déjà obtenu, on est très 
naturellement amené à supposer que les tangentes aux hyper- 
boles équilatères doivent être les cordes du trifolium parallèles 
la direction (/*), puisque la construction représentée (fig. i et 2) 
fait reconnaître que ces cordes sont \ues du point P sous un 
angle droit MPM'. Donc les deux rayons vecteurs PM, PM' 
sont parallèles aux asymptotes d'une hyperbole équilatère 
ayant PR pour diamètre conjugué à la direction (/*) perpendi- 
culaire à ir. 

L'hyperbole est donc déterminée; mais la proposition 173 
montre que chaque hyperbole passe par les deux points fixes 
ir diamétralement opposés sur le cercle (v) et ainsi Ton peut 
énoncer la corrélation suivante entre le trifolium (droit ou 
oblique) et l'hyperbole équilatère : 

Chacune des cordes MM' du trifolium parallèles à la direc- 
tion (/") est tangente en son milieu R à une hyperbole équi- 
latère ayant son centre au milieu de PR, passant par les deux 
points fixes I, Y du cercle (v) diamétralement opposés dans la 
direction perpendiculaire à (/*), et admettant pour asymptotes 
des parallèles aux rayons vecteurs PM, PM'. 

Cette corrélation n'est en définitive que l'application des 
propriétés déjà énoncées pour l'hyperbole équilatère : 

1® La circonférence IPI' décrite sur une corde II' de l'hy- 
perbole équilatère comme diamètre rencontre la courbe en 
deux points P, R diamétralement opposés sur cette conique; 

2<* Toute circonférence IPI' passant par deux points P, R 
diamétralement opposés sur une hyperbole équilatère ren- 
contre la courbe en deux autres points I, I' diamétralement 
opposés sur cette circonférence. 

Ces propriétés viennent s'ajouter aux analogies, déjà si 
nombreuses, entre le cercle et l'hyperbole équilatère. 

II. — Les relations que nous venons d'exposer en tous 
détails entre la circonférence, l'hypocycloïde triangulaire et 
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rhyperbole équilatère, permettent de résoudre complètement 
et d'une manière pour ainsi dire intuitive, une question déjà 
énoncée dans le Journal de Mathématiques élémentaires et spéciales 
no397, t. V, 1881, p. S26: 

Étant donnés trois points dans un plan, on considère toutes les 
hyperboles équilatères passant par ces trois points; et, de Vun des 
points donnés, on mène des perpendiculaires sur les asymptotes 
de toutes ces hyperboles. On demande le lieu des pieds de ces 
perpendiculaires . 

Les trois points donnés A, B, C, et Torthocentre D corres- 
pondant au triangle ABC, forment ce que M. G. de Longchamps 
a proposé d'appeler un groupe orthocentrique (Mathesis 1888, pp. 
56 et 209), parce que chacun de ces points est Torthocentre du 
triangle formé par les trois autres points. C'est pourquoi nous 
croyons avantageux, dans la question actuelle, de ne pas dis- 
tinguer l'orthocentre par la lettre spéciale habituellement 
employée. 

Gela posé, considérons seulement le triangle ABC. 

On sait que toutes les hyperboles équilatères circonscrites 
au triangle ABC passent par son orthocentre D. 

Le lieu des centres de ces coniques est la circonférence (E) 
des neuf points (cercle d'Euler) (cas particulier de la conique 
des neuf points qui est le lieu des centres des coniques passant 
par quatre points) (J. S. IV, 1880, p. 108). 

Soit donc un point de cette circonférence. On aura 
immédiatement, par symétrie, quatre autres points A', B', G', 
D' de l'hyperbole, ce qui permettra de reconnaître complète- 
ment la situation et le tracé de la conique, dans les différentes 
régions du plan. 

On choisira, parmi ces conditions surabondantes, celles qui 
suffisent pour déterminer l'hyperbole équilatère, c'est-à-dire, 
par exemple, deux points A, B et le centre 0. 

Ce sont précisément les données du problème traité (J. S, 
1882, p. 2o5). Pour déterminer les asymptotes, on pourra 
appliquer une des constructions suivantes : 

1® Décrire la circonférence A passant par A, B, A' et tracer le 
diamètre BB"dont l'extrémité B'^se trouve alors sur l'hyperbole. 
(Cette propriété de l'hyperbole équilatère, n'est autre, comme 



1S2 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

on le voit, que le théorème rappelé par M. Charvet, N. A. M. 
1879, p. 325, et dont nous avons indiqué Tapplication à l'étude 
qui précède. Observons, pareillement, que ce théorème peut 
servir à démontrer la proposition 279 énoncée par M. G. de 
Longcharaps, J, S. 1890, p. 48). Le triangle ABB'', rectangle 
en A, est inscrit à l'hyperbole équilatère, La tangente en A 
est la perpendiculaire AK à Thypoténuse BB" (J, S., loc. cit., 
p. J56). 

Du point A comme centre, aVec OA pour rayon, on décrit 
une circonférence qui rencontre AK en deux points M, N; 
OM, ON sont les asymptotes. 

2*^ 0' étant le centre du cercle A, on peut aussi décrire une 
circonférence ayant pour centre et 00' pour rayon ; elle 
rencontre BB' en deux points m, w, situés sur les asymptotes 
(loc. cit.). 

3® Enfin, on peut recourir au tracé des bissectrices de Tangle 
formé par les droites AA',BB". Ces bissectrices sont parallèles 
aux axes, et on en déduit aisément les asymptotes (ibid.). 

Les asymptotes correspondant à un point quelconque du 
cercle (E) d'Euler forment donc des couples de cordes 01, OJ, 
aboutissant aux extrémités I, J, d'un diamètre IJ de ce 
cercle. 

L'enveloppe des asymptotes est donc une courbe telle, que 
le lieu du sommet de l'angle formé par deux tangentes rec- 
tangulaires soit une circonférence. 

De plus, les trois hauteurs AD, BD, CD du triangle ABC 
sont tangentes à la courbe cherchée ; il en est de même des 
trois côtés du triangle, car ces côtés forment, avec les hauteurs 
correspondantes, trois angles droits, auxquels se réduisent 
trois des hyperboles équilatères. 

La courbe enveloppe est donc l'hypocycloïde triangulaire 
tri tangente à la circonférence (E) d'Euier, et le lieu des points 
définis dans l'énoncé 397 est la podaire de l'hypocycloïde 
triangulaire par rapport à un point A, B, G, intérieur à cette 
courbe et extérieur au cercle A, B, G (E) tritangent. Gette 
podaire est composée de trois boucles et représente une sorte 
de trifolium oblique. 

lU. — Les propriétés précédentes trouvent pareillement leur 
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application à Tétude d'une autre question, énoncée par 
M. G. de Longchamps (J. S. 1882, n« 11) : 

On donne une parabole (P) et un point M (a, fj dans son plan. 
Par ce point, supposé fixe^ on fait tourner une droite A qui ren- 
contre P en A et B, etVaxe 



:— i^- 




de la parabole au point G . 
Par les points A et B on 
fait passer un cercle qui 
touche enlSila tangente au 
sommet S de la parabole. 
La droite CE rencontre 
cette circonférence en un 
second point F que Von 
joint au centreOducerclCj 
ce qui donne une droite A'. 

Démontrer que le heu 
des points de rencontre I 
de A et de A' est une para- 
bole, quand A tourne au- 
tour de M. (Fig. 20). 

Pour rétablir, rédui- 
sons la figure à ses lignes 
essentielles : 

On donne une circonfé- 
rence EAJB, une sécante 
ABD (A) et une tangente 
DE. 

Soit G le rabattement ^♦fl'- ^ 

du point E sur A. La ligne EG est bissectrice de V angle AEB. 

DÉMONSTRATION. — Soit F le milieu de Tare AB ; EF sera la 
bissectrice de l'angle AEB. 

Soit G la tangente en F, rencontrant ED au point G. FG est 
parallèle à A. 

Le triangle EGF est isoscèle et les angles FEG, EFG sont 
égaux. 

Mais, par hypothèse, le triangle GDE est isoscèle ; donc sa 
base EG coïncide avec la base EF du précédent. 
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Ainsi, la ligne EC prolongée passe par le milieu F de Tare 
AB, et le rayon OF du cercle est perpendiculaire à la corde 
AB et la rencontre en son milieu I. 

Il reste maintenant à définir la parabole ASB, ayant son 
sommet sur ED, et son axe perpendiculaire à ED. 

La construction sera la suivante : 

Tracer le cercle ABE tangent à DE, c'est-à-dire prendre 

DE = \/DA,D13, et faire passer une circonférence par les 
points A, B, E. (Voir, sur le môme sujet, une élégante solution 
du problème de construction du cercle ABE parM.E. Lemoine. 
J. E. 1879, p. 21-22 et Mathesis, IX, 1889, p. 184). La bissec- 
trice EG de l'angle AED rencontre AB en un point G, qui appar- 
tient à Taxe GS de la parabole. 

En réalité, les données sont incomplètes, et il y a une 
seconde parabole répondant à la question. 

Par un calcul très simple, on trouve pour les éléments de 

ces coniques : 

DS = ± m\/ab, _ 
2p = m{a -*- 6 ± 2\/ab), 
(a, ma)y (6, mb) désignant les coordonnées des points A, B, 
rapportés aux axes rectangulaires YSD, DX. 

Il reste à prouver que le point S est la projection du point G. 

Or, on a 

DS = GD CCS SDG = \/DA.DB cos SDG; 

ou, en fonction des coordonnées : 

DS = m\/ab. 

Voici une autre solution du problème de la détermination 
d'une parabole dont on donne les points^ A, B, la tangente en B et 
la direction BE ou 8 de faxe ou des diamètreit. (Fig. 21) 

On aura un troisième point G en menant AC parallèle à BD, 

puis prenant 

GE = AE. 

Pour déterminer Taxe de la parabole, il suffira de connaître 
le point M de rencontre de la conique avec la sécante AM per- 
pendiculaire à 8. 

A cet effet, considérons l'hexagone de Pascal ABGMFGA, 
dont deux sommets F, G sont rejetés à l'infini dans la direc- 
tion 8, et dont le côté FG est tout entier rejeté aussi à l'iufini. 
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On aura à combiner : 

1<> Les droites BG, MF (8), qui donnent un point V; 

^^ Les droites 



ISS 




'^-^, 



Fig.%4 



AM, CF (8), qui 
donnent un 
point ; 

3® Les droites 
AB, GF; cette 
dernière rejetée 
à l'infini; leur 
intersection se 
fait donc à Tin- 
fini, sur AB. La 
droite de Pascal 
est par consé- 
quent parallèle 
à AB. Mais elle 
passe par les 
points et V. 
On obtiendra 
donc le point V 
par l'intersection de BG avec la parallèle à ÂB menée par le 
point 0. 

En prenant le milieu A' de AM, on aura un poinl de Taxe 
A'S de la parabole. 

A', B' désignant les projections des points A et B sur Taxo, 
la parallèle à Taxe menée par le point d'intersection des dia- 
gonales du trapèze ABA'B' rencontre AB en un point de la 
tangente au sommet S de la parabole (G. de Longcharaps, 
J. M. S. y question 13, 1882, 228 et 1883, 39). 

On pourra aussi déterminer le sommet S en prenant le milieu 
du segment PB' projection du segment PB de la tangente PD 

Enfin, on aura le paramètre en prenant la projection de la 
normale sur l'axe; puis, le foyer en menant par l'intersection 
de la tangente BP avec la tangente du sommet une perpen- 
diculaire à BP. 

Remarques. I. — Si l'on considère les circonférences passant 
par les deux points fixes A, B, les points de contact des tan- 
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gentes parallèles à DE se trouvent sur une hyperbole équila- 
tère ayant AB pour un de ses diamètres et dont les asymptotes 
sont parallèles aux bissectrices de Tangle GDE (fig. 22). 




Fig. ««. 

Cette remarque renferme la solution du problème suivant: 

On donne un angle GDE et deux points A, B sur le côté CD (A). 
Trouver les points d'intersection E, E' de DE avec l hyperbole 
équilatère ayant pour un de ses diamètres AB, et pour asymptotes 
des parallèles aux bissectrices de V angle CDE. 

Le diamètre AB est conjugué à la direction des cordes 
parallèles à DE. Les tangentes en A et B sont donc parallèles 
à DE. 

Nous avons vu que l'un des points cherchés E, E' est à une 
distance DE = y/DA.DB. Par conséquent le point E', symé- 
trique du point E par rapport au point D, est la seconde inter- 
section. 

II. — Les circonférences ABE, ABE' rencontrent Thyper- 
bole, chacune en une autre point L, K. En vertu d'une pro- 
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priété connue, les lignes EL, E'K sont des diamètres de ces 
circonférences, dont les centres R, N sont sur la perpendiculaire 
à AB au point I (ou médiatrice). 

III. — Les tangentes DE, DE', menées du point D aux circon- 
férences considérées ci-dessus, passant par les points A et B, 
sont égales. Une quelconque de ces circonférences peut donc 
servir à la détermination immédiate des points E, E'. 

IV. — N', R' désignant les points d'intersection (voisins du 
point I) des circonférences N, R avec la ligne des centres, les 
angles droits E'N'K, ERX ont leurs côtés parallèles aux bis- 
sectrices de l'angle EDI. 

En d'autres termes, les lignes ER', E'N' se rencontrent à 
angle droit et sont parallèles aux bissectrices de l'angle EDI. 

De plus, le point d'intersection des droites ER', E'N' se 
trouve sur Taxe radical ABD des cercles R, N, 

On trouverait aisément d'autres propriétés, probablement 
déjà connues. 

V. — Les données étant rétablies comme dans Tononcé n^ i i 
(fig, W), on voit que le lieu des points I, milieux des cordes AB 
tournant autour du point M, est une parabole, rencontrant la 
première aux extrémités réelles ou imaginaires, de la corde de 
contact des tangentes issues du point M. /j g^iyf.^ j 



ÉCOLE POLYTECHNIQUE (1891) 



On donne une parabole P. On porte, à partir de chacun de ses 
points^ et dans les deux sens, sur une parallèle à une direction 
fixe A, des longueurs égales à la distance de ce point, au foyer de 
la parabole. 

4^ Lieu des extrémités de ces longueurs; il se compose de deux 
paraboles P^ et P^. 

Montrer la raison de ce dédcublement. 

2^ Démontrer que les axes de Pi et de P» sont perpendiculaires 
l'un à Vautre^ qu'ils pivotent autour d'un mém^ point indépendant 
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de ÙL, et que, quelle que soit cette direction ^ la somme des carrés 
des paramètres de ces deux paraboles est constante. 

3^ Trouver d constiMire le lieu décrit par les sommets des para- 
boles Pj et Pjj lorsqu'on fait varier A. 

On prendra comme axes, Paxe et la tangente au diamètre de la 
parabole donnée de paramètre p. On désignera par 6 V angle de A 
avec raxe des x. 



1. — Soient IF = p, IFx — eo. On observera d'abord que l'on a 

j . MFr=MÎF =:« — 6; 

MFo? = 20) — 6. 

La perpendiculaire abaissée de M, 
sur FI, tombant au milieu de FI, le 
^ riangle rectangle FAM donne 

^ = FM cos (« — 6) 

__ p cos (o) — 6) 
"" I — cos (2w — 9)* 




(A) 



psin*((o j=pcos(w — 8). 



C'est l'équation polaire du lieu décrit par le point I. 
En prenant pour axes les droites Fo;, Fy, la relation (A) donne, dans ce 
système, l'équation cartésienne du lieu : 

y cos a; sin - ) = p{x cos 6 -h y sin 6). 

Le lieu du point I' peut se déduire du précédent, en observant que 
on a 



71 



l'Fo? = --h IFaj, 

2 



l'F = IF tg (o) — 6). 



On peut aussi l'obtenir directement, en suivant la marche adoptée pour 
trouver le lieu ds I, et l'on trouve, dans le système j/Fa;, pour l'cquation 
du lieu décrit par io point T, 

(B) (x cos - H- y sin - ) + p{x cos ô + î/ sin 6) = o. 

\ 2 2/ 

2. — Les équations (A), (B) prouvent que les axes des paraboles corres- 
pondantes sont rectangulaires. 

En posant tg - = m, 

2 

ces équations, divisées par cos*-> deviennent: 

(A') {y — mx)^ — p[x{i — m*) + 27ny'\ = o, 

(B'j {my + xy -h ^[^(1 — m*) ■+■ 2my'] = o. 

Pour trouver l'équation de l'axe de la parabole (A'), en suivant la 

méthode classique (G. A. § 204), nous mettons l'équation (A') sous la 

forme : 

(y — ma? -f >)• + a;[2mX — p(i -^ m*)] — 2y[\ -h mp) — X* = o. 
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Disposons maintenant de X de façon que les droites correspondant aux 
équations : 

(1) !/ — ma? -h X = o, 

(2) xl2m\ — p( I — m»)] — 2y(X + mp) — X* = o, 
soient rectangulaires. I*)ous avons 

2rwX — p(i —m*) 

2(X H- mp) 
égalité d*où nous tirons 

A — — f 

2 

et l'équation (1) devient 

(3) y — ma: — ^-- = o. 

2 

D'après cela, Toa» (ie la parabole (A'j po^^e constommen/ par un point 
fixe, sommet de la parabole proposée. 
En observant que (B') se déduit de (A') par le changement de m en 

, on voit encore que l'axe de B' a pour équation 

m 

P 

«ly H- a; -h - = o. 

2 

Cet axe, lui aussi, passe constamment par le sommet de la parabole 
proposée. 

3, — L*équation en (A') peut, maintenant, être mise sous la forme 

(mpV , , jHn^ 

y — mx -)—p(x + my] — - — = o. 

Si Ton désigne par p' le demi-paramètre de cette courbe, une formule 
facile à vérifier (*) donne 

P" 



4;i 4- m") 
En changeant, dans cette égalité, m en , on aura le demi-paramètre 

p" de la parabole (B'), 

pHn* 



p''« = 



4l I -h m") 
Ces deux égalités prouvent que 

4 

4 — Pour avoir le lieu des sommets des paraboles (A') il suffit d'éli- 
miner m entre les équations 

(p\ pm* 
a;H--j = o, x-hmy-\ =o. 



(*) Toute parabole peut ôtre représentée par l'équation 
(Aoj H- By H- G)* H- 2Ô(Ba? — Ay)-hk = o. 
Alors, le demi-paramètre est donné par la formule 

e* 
p'* = — • — ^ • 
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S coordonnées, les a 



i.(x_î)+Y.(x+?) = .. 



En changeant m en dans les équationa (a], réUminalion, pour des 

raisons évidentes, donoera le mâme résultat. 

Ainsi le lieu des tomnteU des parabotei (A.') et (B') H( imt ciMque circu- 
laire tmicarsale. 

5. — Toute cubique circulaire uaîcursalo peut être construite pu 
points et par taD);eDtes, avec la règle et le campas et ce fait génér»! (*) 
est facile à vérifier sur le résultat précédent. 

En coordonnées polaires, l'équation (^) devient 



De celte remarque, résulte 
le tracé, par pointe et par 
tangentes, de la courbe (^). 
3» 
Ayant pris OQ = -i-, dé- 
crivons nue circontérence t 
surOQ commeâiao:iëtre;puia, par A (OA— -j, une parallèle £ & OT. 

Si nous menons par A une transversale A rencontrant : i, en A; 7, en C; 
l'ij^otomiquo do A, sur OC, est un point du lieu. 

De plus, si l'on considôre deux transversales telles que A, inâ- 
uiment voisines, et si l'on applique à ces droites le principe des 
transversales réciproques, ou voit que la tangente en B passe par un 
point R siluê sur la tangente en C, de telle sorte queCR=: SC. 

Les tangentes au nœud s'obtiennent, comme l'indique la figure, ea 
Joignant 1 origine sus points communs à S et k r (*)- 

(*) Ces axes, indiqués aux candidats, dans l'énoncé, étaient surtout 
utiles dans cette dernière question. 
(■•) Voyez, Supplément,^. 116. 
(**') Les directrices des paraboles (A') ont pour équation 

œ + i + my + ?^ =0. 

Elles enveloppent une parabole U. Pour la raison déjà indiquée, cette 
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6. — Nous ferons, en nous bornant aux réflexions intéressant unique- 
ment la solution demandée, une dernière remarque. 
L'équation des paraboles (A), trouvée plus haut, 

[y cos ô"~^ ^^^9/ =P^^ ®^® 6+2/ cos 6), 

est vérifiée pour x^=^ Pj y ==ip\ ainsi, les paraboles (A) passent par 
les points communs à la parabole proposée et à sa directrice. €ette 
remarque s'applique aux paraboles (B). Ces solutions se voient d'ailleurs a 
priori en considérant le foyer comme un cercle évanouissant touchant la 
parabole en deux points imaginaires (o, (ù\ En appliquant la construction 
imposée à chacun de ces points, on constate quMls font partie du lieu, 
comme points doubles. 

En considérant, d'autre part, le rayon vecteur passant par le foyer 
F, parallèlement à la direction donnée, on voit encore que la courbe qui 
est transformée de la parabole, par la méthode indiquée, admet en F un 
point double à tangente unique ; cette tangente étant perpendiculaire à la 
direction donnée. Ce lieu est une quartique (*) dans le cas général, celui 
où l'on considère, sur l'axe de la parabole, un point quelconque. Mais 
si Ton se place au foyer, la quartique possédant un point double à tangente 
unique et deux points doubles, peut être considérée comme ayant quatre 
points doubles. Elle se décompose donc en deux coniques (**). 



enveloppe est la même pour les directrices des paraboles (B'). Ces 
directrices étant rectangulaires, comme on l'a^ vu (§ 2), on en conclut que 
le lieu du point de concours des directrices des paraboles (A'), (B'), 
associées au même rayon vecteur FM, est la directrice de la parabole U. 
Si l'on cherche le lieu des foyers des paraboles (A'), (B'), on trouve que 
ce lieu s'obtient par l'élimination de m entre les équations 



y=zm(x-{-^\ x-hmy 



pw> _ p _ ^ 



4 4 

Dans le système YOX, employé plus haut, l'élimination donne encore 
Téquation d'une cubique circulaire : 

4X(X' -h Y») = p(3X» — Y>). 
C'est la trisectrice de Mac-Laurin (Supplément, loc, ciL), 

(*) Ou trouve en effet deux points sur chaque droite, passant par le point 
donné sur l'axe; ce point étant d'ailleurs un point double, finalement le 
lieu est une quartique. 

Sur cette transformation des figures, voyez l'article de M. Brocard 
(numéro de juin, p. 123 et suivantes). 

( * *) On trouvera dans les Examens d'admission à l'école polytechrdqite publiés 
par la librairie Croville-Morant une solution géométrique de cette compo- 
sition. 
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ECOLE NORMALE SUPERIEURE 

CONCOURS DU 16 JUIN 1891 



Soit (E) une ellipse qui, rapportée à ses axes, a pour équation 

et soient Xq» y© ^^ coordonnées d'un point M du plan de celte 
ellipse; on considère le cercle (G) passant par le point M et les 
points de contact V, Q des tangentes à V ellipse, issues du point M. 

/® Le cercle (G) rencontre l'ellipse en deux autres points P', Q'; 
prouver que les tangentes à Vellipse en ces deux points se coupent 
en un point M' situé sur le cercle; montrer que par M, M' et les 
deux foyers réels on peut faire passer un cercle; de même par M, 
M' et les deux foyers imaginaires. 

2^ Soient I, Y, V les points ou se coupent respectivement les 
droites PQ, P'Q', les droites PQ', P'Q, enfin les droites PP', QQ'; 
on suppose que le point M. reste fixe et que Vellipse (E) se déforme 
en gardant les mêmes foyers : on demande les lieuop décrits par les 
points I, r, I" ; on propose enfin de montrer que tout cercle passant 
par les points Y, Y est orthogonal au cercle décrit sur MM' comme 
diamètre. 

» 

S^olation g^éométriqae par M. R. Le Vavasseur, professeur 
de mathématiques spéciales au Lycée de Moulins. 

1® C'est un théorème (*) bien connu que, si Ton considère 
deux points M et M', et les points de contact P, Q; P', Q', des 
tangentes issues de ces points à une conique (E), ces six points 
sont sur une même conique. Le cercle (G) passant par les cinq 
points M, P, Q, P', 0' passera donc par M'. Soient {x^, y^) les 
coordonnées de M', posons ^^ = a?© + i^o» z^=x^ + iy^. On 
trouve aisément que jSqZ^^ = c*. 

Soient M^ et Mj les points situés sur OM, tels qu'on ait 
OMi.OM= +cS OMj.OM= -c«. 

Le point M' est le symétrique de M^ par rapport à Occ, le 

(*) Voyez Journal, 1885, p. 255. 
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symétrique de M, par rapport à Oy. Il est évident que les points 
Ml, M, et les foyers réels de (E) sont sur un même cercle, 
lequel, ayant son centre sur Oy, passera par M'. D'autre part, 
tout cercle passant par M et par M^ coupe orthogonalement 
le cercle de centre et de rayon c. En particulier, celui de 
ces cercles qui a son centre sur Ox, passera par M' et par les 
foyers imaginaires de (E). 

2® Eq suppoosant que c soit constant et que M soit fixe, M' 
est aussi un point fixe. Le point I est le pôle de MM' et les 
coniques (E) peuvent être considérées comme inscrites dans 
un quadrilatère. Donc le point I décrit une droite. Quant aux 
points r et I" ils restent sur la droite fixe MM'. Pour Tune 
des coniques (E), ce sont les points doubles de Tinvolution 
déterminée sur MM' par les coniques passant par les quatre 
points P, Q, P', Q'. En particulier, le cercle (G) étant Tune de 
ces coniques, les points I' et F sont conjugués harmoniques 
des points M et M', de sorte que tout cercle passant par l' et Y 
est orthogonal au cercle décrit sur MM' comme diamètre. 



CONCOURS GENERAL DE 1891 (*) 

fiolution géométrique par M. R. Le Yavasseur. 



y® question. — Le plan tangent en M coupe la quadrique (Q) 
suivant deux droites, et la sphère (S) suivant un cercle (G). 
Le cercle (C) et les deux droites ont quatre points communs 
<^> P> Y> ^> P8ir lesquels passe Tintersection (F) de (S) avec le 
plan tangent en M. Quel que soit S, le point M a toujours 
même polaire (L) par rapport à cette dernière conique (F). 
Donc la droite PM et le plan (PL) sont toujours conjugués 
par rapport à tout cône de sommet P et de directrice F. Parmi 
ces cônes est le cône S des droites isotropes issues de P. Donc 
PM est perpendiculaire sur le plan (PL). C'est donc un axe de 
symétrie de tout cône de sommet P et de directrice F. 

(*) Voyez renoncé p. 136. 
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3^ question. — Remplaçons S par une quadrique (S') et soit 
toujours L' le polaire de M par rapport à la conique (C) d'in- 
tersection de (S') et du plan tangent en M. En prenant M sur 
G', on voit que i® PM est situé dans le plan PL'; 2® en même 
temps PM doit être perpendiculaire au plan PL'. PM est 
donc une des droites isotropes issues de P. Autrement dit la 
quadrique (S') sera Tune des quadriques (2). 



EXERCICE ECRIT 



45. — Par un point M pris sur l'axe Ox d'une parabole P, à 
une distance 2p du sommet 0, on fait passer une droite mobile 
qui coupe P aux points A, B. On considère alors les circonfé- 
rences OMA , 0MB et leurs tangentes communes. Trouver l'enve- 
loppe de ces droites. 

Cette enveloppe est une ellipse ayant pour foyers les 
points 0, M. 

Notes sur l'exercice 44. 

1 et 2. — Posons 

MA = w, MA' = U. 
En désignant para;, y les coordonnées de M, on trouve facilement - 

(1) pV — 4ptt>e h/»+p/- — a?n-l-4ÔNî/2+(aj — ?j =0, 

(2) p2U*-4y*u|!/«+p(|-a;)l +42/|î/* 4- (^ -f)'] =o» 

après avoir fait 

6 :s 1/* — 2px. 
D'ailleurs, étant donnée une équation du second degré : 

A3* + Bjï+G = o, 

si Ton pose -7, = fc, on a 

AG_ k 

En appliquant cette remarque aux équations (1), (2) on trouve le môme 
résultat (*) pour les deux lieux. 



MA MA' 

(*) Cette coïncidence résulte de l'égalité TrT; = V7^T» qui se démontre 

Mo Mb 

très simplement par des considérations géométriques élémentaires. 
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En transportant les axes au foyers de P, on a, pour représenter ces 
iieux, l'équation 

h étant une constante dépendant de k. 



3. — Les formules 



— ô* 

p* 



+p] 

.a 



donnent [-^j =—, 

Le lieu demandé est un système de deux droites réelles, si Ton sup- 
pose AB>A'B'. 



BIBLIOGRAPHIE 



EasposUion de la théorie des surfaces, par M. H. Resal, Membre de Tln- 
stilut. — Un vol. in-8% avec figures dans le texte, 1891 (Prix 4 fr. 50 c; 
chez Gauthier-Villars et fils). 

Gomme le dit avec raison Tavant-propos de cet ouvrage, l'étude d'une 
notable partie de la Mécanique emprunte de nombreux matériaux à ia 
théorie des surfaces. M. Resal a été ainsi conduit à exposer, dans les leçons 
qu'il professe à l'École Polytechnique, plusieurs points importants de c îlte 
théorie des surfaces ; et ces développements, nouveaux pour quelques-uns, 
disséminés dans son cours, il les a réunis dans le volume que nous 
signalons particulièrement à l'attention des candidats à l'Agrégation. 

L'ouvrage de M. Resal est divisé en dix chapitres ayant pour titres : 

Préliminaires. — Courbure d'une ligne tracée sur une surface — des lignes 
de courbure — des lignes asymptotiques — des lignes de niveau et déplus 
grande pente — des lignes géodésiques. — Cambrure d'une ligne tracée sur une 

surface. Courbure totale et déformation d^une surface» — Conditions pour 

que deux surfaces puissent s'appliquer Vune sur Vautre. — Sur le système de 
variables de M. 0. Bonnet et ses principales applications. 

Les Notes suivantes complètent le volume : 

I. Sur la courbure et la cambrure de la loxodromie d'une surface de 

révolution. 

II. Sur l'intégration par la méthode de Monge, due à M. Bonnet, d'une 
formule à laquelle il est arrivé, intégration qui a pour objet d'établir que, 
à l'exception des surfaces développables, il est impossible de trouver, sur 
une surface, deux séries de lignes géodésiques qui se coupent à angle 

droit. 

IIL Sur quelques propriétés, dues à M. Bonnet, des trajectoires ortho- 
gonales et des lignes géodésiques. 
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IV. Sur la méthode employée par Legendre pour intégrer Téquî^tion, 
aux dérivées partielles, des surfaces d'étendue minimum en coordonnées 
rectilignes. Cette méthode ne doit pas être oubliée au point de vue ana- 
lytique; quoique les résultats auxquels elle conduit ne soient pas à com- 
parer à ceux qui ont été obtenus par M. Bonnet. 



QUESTION 272 

liolation par M. Leinekugel. 



On donne deux ellipses concentriques et homothé tiques. En un 
point quelconque M de Vellipse intérieure on mène la normale qui 
rencontre les axes en P, Q; on trahie aussi la tangente qui coupe 
Vellipse extérieure en R, S. Démontrer que les angles PRQ, PQQ 
sont invariables. (J. Neuberg.) 

D'après uue propriété bien connue 

MP 
MB = MS^ 



MQ 



= e*% 



MR 



Il suffit donc de montrer que le rapport r^ est constant; 

alors les angles égaux RPS, RQS seront constants. 
Les équations des ellipses étant prises sous la forme : 
(E) aa;»+o'2/'-+-c=o, 
(E') ax»4-ay+c'=o 

lepointM(Xo,t/o) étant 
situé sur E, on a 

(l)aa^4-a'yg-f-c=o. 

L'équation de MR est 

(2) axx^ -f- a'yy^ 

+ c = o. 
En appelant x, y les 

coordonnées de R, on a 

MR* = (x-(rg) 




Une combinaison évidente des équations (1), (2) donne 
(3) ax,{x - X,) + a'y,(y - y^) = o. 



r 
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D'ailleurs la relation 

ax' 4- û't/* 4- c'= o 
entre les coordonnées de R peut s'écrire 
(4) a{x - XoY + a' {y - ^o)' - (c - c') = o. 

Des équations (3) et (4) nous déduisons immédiatement 

¥r2 = (OC - x,y +iy- y,)' = ^ {a'^yl + a'xl). 

Cvd c 



Or MP' = 



a"" 



/MR\» c'- c a' 

On a donc ( ^77: = = c^. 

\MP/ c a 

Remarque. — En observant que 

MP_ a 
MQ ~â'' 
/MR\» c'— c a 
\MQ/ c a 

Nota. — Solutions diverses par MM. Rezeau, conducteur des ponts et 
chaussées; H. Mayoux, maître répétiteur au collège d'Issoudun; Svechni- 
coff, professeur au gymnase de Troïtzk (Russie). 



QUESTION 256 

lioltttion par M. Ignacio Bbyens, capitaine du Génie, à Cadix. 



Une ellipse étant rapportée à ses axes, démontrer que les coor^ 
données d'un point quelconque de la normale à Vellipsey en unpoint 
dont les coordonnées sont : a ces (p, b sin 9, peuvent être représentées 
par les formules 

. . . X + <P . A -h (p 

sm X sin . . cos X cos 

c* cos 9 2 c* sin 9 2 

xr= 1* 'y=- 



a X — 9 b X— 9 

cos cos 

2 2 

X étant un paramètre variable. (L. L.) 
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Des équations données, on déduit 

ax ty __ 

cos 9 sia (f 

. . . ^ + 9 . > -4- cp 
sin A sin ' 4- cos a co j 



c^ 



X — 9 
cos 

2 

X -h ©\ X — 9 

^ cos ■ 






= cS 



X — 9 X — 9 

cos cos 

2 2 

ax by ^ 

cos 9 sm 9 
Ov, celte équation est celle de la normale à l'ellipse au 
point (a cos 9, h sin 9). 
Nota. — Autres solutions par MM. L. Rezeau et Leine kugel. 



QUESTION PROPOSÉE 



320. — Du centre d'un cercle intérieur et bi-taDgent à une 
conique, on abaisse une perpendiculaire sur une tangente à 
la courbe, et Ton considère les deux points de cette perpen- 
diculaire qui se trouvent à une distance de son pied égale à 
la longueur de la tangente menée de ce pied au cercle. Trouver 
le lieu décrit par Tun de ces points : 1® lorsque la tangente 
est fixe et que le cercle bi-tangent varie; 2° lorsque le cercle 
restant le même, le point de contact de la tangente se déplace 
snr la conique. — Solutions géométriques. {A, Tissot.) 

ERRATUM 
Page 80-81, Au lieu de triangle APA^'Ai lises rectangle APA'^Ai. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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DÉTERMINATION DES AXES D'UNE SECTION PLANE 

d'une quadrique 

Par M. X. iintomari, professeur au Lycée Henri IV. 



Pour déterminer les axes d'une section plane d'une qua- 
drique, on doit résoudre les trois problèmfîs suivaats : 

I. — Détermination des axes de la section en position ; 

IL — Calcul des longueurs des axes, quand la section est 
une conique à centre. 

in. — Calcul du paramètre de la section quand celle-ci est 
parabolique. 

7. — Détermination des axes en position. 

Nous considérerons, pour cela, la section proposée comme la 
section droite d'un cylindre C, dont nous déterminerons les 
plans principaux ; les axes seront alors les intersections de ces 
plans avec le plan sécant. 

Soit donc 

(1) f(x, y, z) = (p(a;, y, z) -+- 2Ca; + 2G'y + 2Cz + D = o, 
réquation de la quadrique et soit 

(2) oiX -\- ^y + ^z + Z = o, 

celle du plan sécant. Suivant l'habitude (p(x, y, z) désigne 
l'ensemble des termes du second degré dans l'équation de la 
quadrique. 

Si nous désignons par x, y, z les coordonnées d'un point 
quelconque du cylindre C et par X, Y, Z les coordonnées cou- 
rantes, les équations d'une génératrice de ce cylindre seront 

X -ce _ Y- y _ Z - g 

Soit p la valeur commune de ces trois rapports, on obtient 
l'équation du cylindre C en éliminait p entre les deux équa- 
tions 

,/*(x+ap,y+pp, z-hyp)=f(x,y. 5)+p[a/*x+P/*i+Y/*i]-t-p«cp(a» P, y)= o 
ol{x 4- ap) + p(t/ 4- pp) H- f(z 4- yp) + 8 = O. 

JOUBNAL DB MATH. SPKG. — 1891» 8 
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On obtient ainsi Téquation 

(a/*; + p/*; -4- y/^) + (ax + ^2/ 4- Y^ + S) Va, g, y) = o 
qu'il est avantageux de mettre sous la forme 

(3) Wix,y,z)=nx,y,z)-'^^±f^^^(an + ^fy + Y/,') 

(ox + py + r^ + 8)' ^ 

(a« + p> + Y«)» ^^ " • T^^ 

Soient maintenant ^, {/, v les cosinus directeurs d'une direc- 
tion du plan sécant (2) ; X, jx, v vérifieront les relations : 

(4) Xa + (jip + VY = o, 

(5) X» + (x« + v« = I ; 

et le plan diamétral correspondant, pour le cylindre C, sera 
représenté par Téquation 

X< -h i»yPy + v< = o. 
Or réquation (3) donne 

^, _ ^ _ a(a/'x + Pfy + yA^) 4- i^X 4- py + Y2 + S)<p« 
*""^' a* + p« + Y' 

2a(ax4-py-f- Y'^ H- S)(p(a, p, y) 
"^ (a« -h p» + Y»)* - ' 

et des expressions analogues pour Wy et ^1. 

Il en résulte que si Ton tient compte de la relation (4) 
réquation du plan diamétral se met sous la forme 

\f' ^ f' ^ f' <xa;+py + Y^ + S /, ^ ^ . _^ m 

Vx + fx/; + vA — ^. ^ p, ^ ya (^y« + i^?P + ^?r) = o, 

ou bien encore sous celle-ci 

M?; + 20) -f- ix(ç; -f- 2G0 4- v(ç; + 2C0 



ou enfin 



aa;+ py4- Y^ + S /. ' / m 
a» + p> + ^« (^9« + 1^?, H- v<p J = o, 



(6) (Ç--«r)a. + (|^--Pr)y4-(|^-Yr)^ 

+ GX+CV + G%-r8 = o; 
où Ton a posé 

r = - -* 

2 a» + p« -h Y* 
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Exprimons maintenant que ce [»laa est un plan principal 
du cylindre C, et nous avons : 

I . !.. I . 



?K - ^^ 



-?.-P'' 



2 •' ' 



A,(S) = 



= o. 



Soit S la valeur des trois rapports. Entre X, a, v, 7' nous avons 
les équations linéaires et homogènes 

(A-S)X + BV + B'v - ar == o, 

B"X 4- (A'-- S)a 4- Bv - fr - o, 

^^^ ^ B'X+ B|x + (A"-S)v- yr = o, 

aX 4- Pî* + V — O» 

lesquelles conduisent finalement à l'équalion 

A- S B" B' a 

B' A' -S B p 
B' B A"- S y 

a p Y O 

Soient S une racine de cette équation etX, j*, v, ?• les valeurs 
correspondantes données par les équalions (8); Téquation (6) 
du plan principal correspondant se met sous la forme 
S(Xaî + jxy -h v^) + GX h C'a -f G% - rS = o; 
et cette équation jointe à Téquation 

cir +- py 4- Y^ + S = o, 
du plan sécant détermine Tun des axes de la section. 

Il est superflu de faire observer que Téquatioa A,(S)=o est 
du second degré. Cette équation, développée, est 

(a«4-p«+Y»iS*-h[l>(a,p,Y)-(A-hA'+A')(a«+&«+Y*)] V^^l '^.p,y)=o, 

A B" B' a 
B" A' B p 

B' B A" Y 

a p Y o 



en posant *(a, p, y) — — 



//. Calcul des longueurs des axes y quand la section est une 

conique à centre. 

Nous transporterons d'abord Torigine au centre de la section 
dont les coordonnés cr,, r/j, s^ vérifient les équalions : 

a "" p y 

^-•"1 -^ Pî/i 4- y^i -4- 8 = o. 
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Le centre de la section étant en même temps centre du 
cylindre G, l'équation de celui-ci prendra la forme 

Or on a W{Xi, y^, Zi) = f{x^, y^, z,), 

donc réquation du cylindre G sera 

Ô(a;, y, z) -f- /(a?,, t/,, z^) = o, 
et prendra la forme . 

S'X« 4- S'T* + /(r„ y„ z,) = o, 
si nous rapportons le cylindre à ses deux plans principaux et 
au plan sécant, S' et S" désignant d'ailleurs les racines de 
A, (S) = o. Il en résulte que les longueurs des demi-axes 
seront données par les formules 

S' S" 

///. Calcul du paramètre, quand la section est parabolique. 

Nous prendrons pour axes OX, OY, OZ, des parallèles 
menées respectivement à Taxe de la parabole section, à la 
tangente au sommet et aux génératrices du cylindre G par 
Torigine des coordonnées; Téquation du cylindre sera 

A;Y« + 2G1X + 2GÎY -f- D4 = o, 
et le paramèire de la section aura pour valeur 

G, 

Dans ce cas, Téquation Aj(S)=o, a une racine nulle; Aï 
est la valeur de la racine non nulle, c'est-à-dire que 

a; = a + a' + a''- ^<^'^'^> 



a» + p^ H- y' 

Pour obtenir le paramètre il suffit de calculer G, c'est-à- 
dire, le coefficient de X dans Téquation transformée. Or, si l'on 
appelle X, (/, v les cosinus directeurs de l'axe de la parabole, 
X', [x', v' ceux de la tangente au sommet et X", •/, v" ceux de la 
normale au plan sécant, les formules de transformation sont 

a; = XX -f- XT + X'Z, 
y = ^X + |xT + [x'^Z, 
;5 = vY -f. vT 4- v''Z; 

(*) ô(aj, y, z) désigne rensemble des termes du second degré de l'équation (3). 
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et si Ton se reporte à l'équation du cylindre G, on voit que 

Cl = GX + GV 4- G% - Sr. 
On a donc 

8r - ex - C'x - G% 

P^ s^-" ' 

S' désignant la racine non nulle de Téqiiation Ai(S) = o. 
Quant à X, p,, v on les obtient au moyen de la relation 

X« + {x* + V*= I, 

et des équations (8), dans lesquelles on suppose S = o. 



SUR L'EQUATION EN S 

DES QUADRIQUES EN COORDONNEES TANGENTIELLES 
Par M. G. Héténier, professeur au Collège de Salnt-Flour. 

(Suite et /¥n, voir p. 145.) 



4. Cas des coordonnées tétraédriques. — L'équation (5) étant 
réquation du cercle imaginaire de Tinfini, les équations (6) 
deviennent, après suppression des indices : 

(A — S)t*+ [B"+S cos{P,Q)]u4-[B'-|-Scos(P,R)]w+[C+Scoi(P,T)>— o, 



(9) 



(10) 



=o=A(S). 



|[B"-hScos{Q,P)]w H- (A' — S)v4-[B-hScos(Q,R)]uH-[C'+Sco8(Q,T)]»=o, 
l[B'+Scos(R,P)jM-h[B+Scos(R.Q)Jv -h (A" — S)m;4-[C"+Scos(R,T)]«=o, 
fG+Sco8(T,P)]u-h[C'4-Sco8(T,Q)]y+[C'+S60s(T,R)u;+ (B — S)>=o. 

Ges équations entraînent la suivante : 

A-S B''+Scos(P,Q) B'+Scos(P,R) C+Scos(P,T) 
B''+Scos(Q,P) (A —S) B+Scos(Q,R) G'+Sco8(Q,T) 

B'+Scos(R,P) B+Scos(R,Q) A"-S C"+Scos(R,T) 
C-hScos(T,P)C'+Scos(T,Q) C''4-Scos(T,R) A—S 

Gette équation semble ôtre du quatrième degré, mais on 
reconnaît que le coefficient de S* est identiquement nul, car 
ce coefficient est le discriminant du premier membre de Téqua- 
tion (S). 

Posons : H = /"(P, Q, R, T). 

Si Ton développe l'équation en S (10), qu'on désigne par G 
le coefficient de S" et par K celui de S, on aura : 

8iV*H 
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V désigne le volume du tétraèdre de référence, et A est le 
discriminant de la quadrique. 

Appelons S', S' et S'" les racines de Téquation en S (10). 
Uéquation de la quadrique rapporléj à ses axes sera : 

ait* + pv» 4- Y^* 4-8 = 0, 
si Ton suppose H ^zf o. L'équation en S, correspondante, sera 

(a ^ Sj(p - S)(y - S)8 = G. 
On aura donc : 

a = S', p = S', Y = S'". 
On sait que le discriminant de la quadrique est un invariant, 
et qu'on passe de Tancien discriminant au nouveau en multi- 
pliant l'ancien discriminant par le carré du module de la 
transformation. Or, quand on passe d*un système tétraédriquc 
à un système rectangulaire quelconque, le module de la trans- 
formation est indépendant du système rectangulaire et il a 

pour valeur 

2 PQRT 

27' V3 

On aura donc : 

=-2 Y^ A = aPYo. 

27 ' 

Du reste le produit des racines de Téquation en S est d'après 

(11) : 

4AP«Q*R«T* 

8iV*H 
Ainsi 

. I H 

Ô = 



9 V» 
et réquation réduite de la quadrique est 

9 Y» 
Soient a*, 6*, c* les carrés des demi-axes de la quadrique, 
on a : 

Dans le cas ou la quadrique estunparaboloïde, H est nul. 
L'équation en S devient : 

(12) GS« - KS + A = G. 
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L*équation réduite de la quadrique est : 

av» -r pw^ -h 2yU = O. 

Elle admet pour équation en S: 

- Y«(« - S)(p - S) = o. ^ 

Ainsi a et p sont les racines S' et S" de Téquation (12). 
D'ailleurs Tinvariance du discriminant donne 

27 ^ 

Mais, d'après (i 2), a^ — ^; od a donc, pour l'équation réduite; 

4 PQRT 



S'v» + S"u>« + ^ .i^ y/- G.« = o. 

5. — En considéraot l'équation en S, on obtient facilement 
les conditions pour qu'une quadrique donnée par son équa- 
tion tangentielle soit de révolution. Nous nous contenterons 
d'indiquer les principaux résultats. Dansle cas des coordonnées 
rectilignes rectangulaires, si le terme D n'est pas nul, on 
trouve presque immédiatement 

(B'D - GGO(B''D - GC) 



DSi = AD - G» - 
= A'D - G'» - 
= A."D - G''» - 



BD - G'G" 

(B"D-GGO(BD-CG^^) 

B'D - GG" 

(BD - G'G')(B'D - GG") 

, 



B^D - GG' 

Sj étant la racine double de l'équation en S. Si, à ces condi- 
tions, on ajoute celle que le discriminant A de la quadrique 
soit nul, l'équation représentera un cercle de l'espace. 

Pour le cas du paraboloïde on a D = o ; en désignant par 
S, la racine double de l'équation en S, on obtient les condi-- 

tions : 

A^G^' + k'a^ - 2BG^G'^ 

^" G'« + G"« 

_ A'G' + AG'^' " 2B^GG* 

"" G* + G'* 

AG^' + A^G'^ - 2B^^GG^ 

" G« + G'« 
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Pour le cas des coordonnées tétraédriques, on trouve, en 
désignant par Aa(S), Ab(S). . . les mineurs de A(S) dbtenus en 
supprimant la ligne et la colonne qui correspondent aux 
éléments (A — S), [(B + S cos (Q, R)], . . . que les conditions, 
pour que la quadrique soit de révolution, sont : 

Aa(S) = o, Aa,(S)-o, Ab(S)^o; • 
ou trois autres conditions analogues. 

On nomme quadrique homo focale d'une quadriqiLe donnée, toute 
quadrique enveloppe des plans tangents communs à la quadrique 
donnée et au cercle imaginaire de l'infini. L'équation générale des 
quadriques homofocales à la quadrique /*(w, v^ w) = o est doue 

f{Uy Vf w) — X(u" -h v* + w*) = o, 
les coordonnées étant rectangulaires. Si le discriminant de 
cette équation est nul, elle représente une conique. Mais les 
valeurs de X, qui annulent ce discriminant, sont précisément les 
racines de Téquation en S. On obtiendra donc les trois coniques 
focales de la quadrique, en remplaçant X, dans Téquation pré- 
cédente, par une des racines de Téquation en S. Il peut arriver 
que /*(u, V, w) = o représente une conique. A la racine nulle 
correspondra cette conique, et aux deux autres racines S' et S" 
les deux focales : 

/■(w, V, w) — S'(u* -h v^ -\- w^) = = ^ (w, V, w) 
f(u, V, w) — S"(i«* + v* + w^) = o = ^i(u, t;, w). 

Soient Wj, v^, w^, les coordonnées du plan de la conique. La 
section de t^w, v, w) = o par ce plan aura pour équation 

4H^i,v,,w,)^(u, V, w) - (wj/;^ + 1;^;^ + îvy^^ + sy^y = o. 

C'est réquation quadratique du couple de foyers de la conique 
f{u, Vf w)=^ o qui correspond à la racine S'. On obtiendrait de 
même l'équation quadratique de l'autre couple de foyers. 

Nous signalerons, pour terminer, l'application de l'équation 
en S à la détermination, en grandeur et en position, des axes 
de la section d'une quadrique par un plan. Si la quadrique 
est donnée en coordonnées ponctuelles, on cherchera d'abord 
son équation tangentielle /*(u, v, w) = o. Soient a, p, y les coor- 
onnées du plan sécant. L'équation tangentielle de la section 
sera : 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 177 

oh Ton a « = s = I • En appliquant à cette équation la méthode 
de l'équation en S, on a immédiatement tous les éléments de 
la conique, section de la quadrique par le plan. 

Enfin, il existe évidemment pour le cas de la Géométrie 
plane un théorème analogue au théorème fondamental et qui 
peut s'énoncer ainsi : Les axes d'une conique et la droite de Vin- 
fini forment le triangle polaire commun à cette conique et au couple 
des points cycliques du plan considéré comme constituant une 
conique dégénérée. On aura, pour une conique en coordonnées 
tangentielleS; une équation en S analogue à celle qui a été 
obtenue pour les quadriques, soit dans le cas des coordonnées 
rectilignes, soit dans le cas des coordonnées trilinéaires. On 
pourra alors discuter complètement et facilement la nature 
de la conique et en déterminer les éléments. 

LE TRIFOLIUM 

Par M. n. Brocard. 

{Suite et fin, voir p. 149.) 



Résumé et conclusions. 

La corrélation entre le trifolium et Thypocycloïde triangu- 
laire nous semble devoir présenter, aux lecteurs de cette Notice, 
un intérêt autre que celui d'une simple étude géométrique. 
La nécessité de la connaissance de quelques propriétés essen- 
tielles de rhypocycloïde se trouve en effet justifiée par la na- 
ture des questions qui ont été proposées, par exemple, pour le 
concours d'admission à TÉcole polytechnique en 1874, puis en 
1887. Le lieu géométrique de 1874 était la quartique trinodale 
associée à l'hypocycloïde triangulaire; celui de 1887 était un 
trifolium oblique, podaire de Thypocycloïde, par rapport à un 
point de la circonférence tritangente. Enfin, la question de 
mathématiques donnée en 1891 pendant l'impression même 
de ce travail ne pouvait venir mieux à propos pour confirmer 
l'utilité d'une étude particulière du trifolium dans le Journal 
de Mathématiques spéciales. 

Après la solution si complète qui vient d'être donnée dans 

JOUBNAL Dl MATH. SPÉG. — 1891. 8. 
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ce même recueil, nous ne pouvons avoir d'autre but que de 
chercher à montrer les facilités que l'étude de cette question 
peut retirer de l'application des remarques présentées dans 
les paragraphes précédents. 

Supposons la parabole (U) rapportée à son foyer F et à un 
axe polaire FX, différent de l'axe SF. 

Soient r, 6 les coordonnées polaires d'un point de la courbe, 
p le paramètre, a l'angle des droites FX, SF. 

La parabole (U) aura pour équation 

^ ^ I — cos{a — 6) 

La transformée (A) s'obtiendra par les formules 

p = 2r cos a>, 6 = 2(1), 

et la transformée (B), par les formules 

6 
p = 2r cos ((1)4 — 6), (Oi = - -4- 90*. 

On aura donc 

... 2p cos 0) 

(A) p = -. 1 9 

^ ^ '^ I — COS(a — 2(ù) 

-apcoso. 

^ ' *^ H- C0S(2(ù — a) 

équations de deux paraboles normales à Taxe polaire, à l'origine, 
ayant leurs axes parallèles aux directions rectangulaires : 

a a 



cda = - > ci)B = - H- 90**. 

2 2 

Les paramètres des trois paraboles ont, pour valeurs respec- 
tivement, 

p (X, p , OL 

Po = p, Pa = -cos-> pB = -sin-. 

22 22 

p* 
On en conclut Pi + Pl = ' 

4 

En coordonnées rectangulaires, les trois paraboles ont pour 
équations 
(U) (x sin a — y cos a)* — 2p{x cos a 4- y sin a) — p* = o, 

(A) (y cos X sin - j — jox = o, 

(B) Ix cos —h y sin - j +px= o, 
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et leurs axes 
(U') a; sin a — y cos a = o, 

(BO y+(aj + |)cot^ =0. 

Les axes (A'), (B') passent par le sommet S de la parabole 
(U), point dont les coordonnées sont 

P P . 

a? = — — cos a, y = — — sin a. 

2 2 

Dans le même système de coordonnées, les formules de 
transformation géométrique seraient, comme on Ta vu p, 129 ; 

v = Y, X = : 

réquation (U) deviendrait 

[(a?*— y*) sin a — 2xy cos cl]* — 4px[(x* — y*) cos a h- 2xy sin a] 

— 4P*aî* = o. 

On vérifierait facilement qu'elle est le produit des équations 
(A) et (B). 

Par suite du mode de construction même des points A, B, 
on peut reconnaître que les deux paraboles (A), (B) sont nor- 
males à FX et par conséquent tangentes entre elles à l'origine 
F, et qu'elles admettent une tangente commune, parallèle à 
FX et également tangente à la parabole (U). 

La tangente aux trois paraboles a pour équation 

P 
sin a 
L'étude complète de la question nous entraînerait hors de 
notre cadre, nous laisserons donc ce soin au lecteur. 

Indications bibliographiques. 

Voici, d'après les renseignements qu'il nous a été donné 
de recueillir, les indications bibliographiques les plus essen- 
tielles au sujet du trifolium. 

TRIFOLIUM OBLIQUE 

1874. H. Brocard. — Mémoires sur divers problèmes de géométrie dont la 
solution dépend de la trisection de l'angle. Alger,^ 12 p. gr. m-4*, 
1 pi. §§ 21, 22, 23. 
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1887. G. de Longchamps. — Sur le trifolium. /. S. 203-205, 220-223. 
1887. /. Neuberg et H. Brocard, —Concours de l'Ecole polytechnique en 
1887. Mathesis, 182-183. Solutions analytique et g^éométrique. 

1887. G* de Longchamps. — Môme question. J. 5. 162-164. Solution géo- 

métrique. 

1888. E. Barisien. ^ Môme question. N. A. M. 244-248. Solution analytique. 
1888. Anonyme, —Môme question. N, A. if. 248-252. Solution géométrique. 

TRIFOLIUM RÉGULIER 

1870. L. Painmn. — Note sur l'hypocycloïde à trois rebroussements. 

Théorème IX. AT. A. M, p. 262. 
1887. H, Brocard, — Le trifolium équilatéral. /. S* p. 68. 

TRIFOLIUM DROIT 

1884. G, de Longchamps, — Géométrie analytique, t. II, 511-515. Construc- 
tion du trifolium droit. Tracé de la tangente. 

1886. G. de Longchamps, — Géométrie de la règle, § 126. /. S, p. 254. Le 

trifolium droit. 

1887. H, Brocard, — Le trifolium droit. J, S,^, 68. 

1888. Amigues, — Question 173. /. S, p. 93. 

FOLIUM DOUBLE 

1869. Concours d^admission à TEcole polytechnique. — Lieu des projec- 
tions M du point 0, sommet d'un angle droit AOB sur les axes 
des paraboles tangentes aux trois côtés du triangle isoscèle OAB 
[N,A,M, 1869, 378-384) . Solution. (Le lieu de M est un folium double). 

1873. Concours d'admission k TEcole centrale. — Soit AB le diamètre 
vertical d'une sphère 2. Par A on mène une droite AZ inclinée 
de 45<* sur AB, et Ton imagine le cône F de révolution ayant AZ 
pour axe et AB pour génératrice. L'intersection des surfaces F, 
23 se projette sur un plan perpendiculaire à AB suivant une courbe 
(M). — Solution. Le lieu (M) est une transformée homographique 
du folium double. 

(Ces deux indications nous sont communiq^iées par M. G. de 
Longchamps.) 

Note. — c Si Ton remplace, dans la première de ces questions, 
le triangle OAB par un triangle quelconque, le lieu M devient 
un trifolium oblique. Cette étude a été exposée dans le Journal 
(autographié) de Mathématiques spéciales du lycée de Montpellier, 
n* 1 du 15 décembre 1869, mais la construction de la courbe n'a 
pas été exactement représentée. » 

1886. G. de Longchamps, —Le folium double. /. S, Géométrie de la règle, 

§ 123, p. 251-252. 

1887. H, Brocard, — Le folium double. /. S, p. 66-67. 

1887. G, de Longchamps, — Le folium double. Mémoire inédit (*). 

1889. G, de Longchamps, — Exercice écrit no 22. Le lieu (J), défini dans 

cette question, est le folium double (/. S, 166 et 188). 

(*) Le Mémoire que cite ici M. Brocard est celui dont j'avais annoncé 
(Jou/mal 1886, p. 252) la prochaine publication. Mais l'abondance des 
manuscrits qui m'ont été proposés depuis cette époque pour ôtre insérés, 



JOURNAL DE MÀTHÉHÀTIQUES SPÉCIALES 181 

En attendant que cette étude reçoive de nouveaux dévelop- 
pements, noi^ croirons avoir atteint notre but si nous avons 
contribué à établir que rhypocyeloïde triangulaire et le trifo- 
lium méritent de trouver place dans l'enseignement classiquo, 
au même titre que les podaires du cercle et de la parabole, qui 
se rencontrent si fréquemment dans les questions d'examens. 

L'hypocycloïde triangulaire est, il est vrai, de date relati- 
vement récente, mais l'étude qui en a été faite par les Géomètres 
de notre siècle lui a donné une grande importance. Le moment 
paraît venu de réclamer pour elle la place qui lui convient dans 
les programmes ou dans les Traités de Géométrie analytique. 



AGREGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

(Goncoors de 1891.) 



Mathématiques spéciales. 

Étant donnés un triangle ABG et deux points P et Q situés dans son 
plan, on considère les coniques S qui touchent le côté GA en A et 
passent par les points P et Q ; on considère de même les coniques S' qui 
touchent le côté GB en B et passent par les points P et Q. 

1<> Soient M et N les points d'intersection d'une conique S avec les 
droites GP et GQ ; M' et N' les points d'intcrsect'on d'une conique S' avec 
les mêmes droites. Démontrer que la droite MN passe par un point fixe 
Al et la droite M'N' par un point fixe B^, quand les coniques S et S 
varient. 

2** En substituant le triangle GAiB^ au triangle GAB dans la définition 
des deux séries de coniques, on obtiendra deux nouveaux points A,, B^ 
et ainsi de suite; trouver Téquation de la droite AnBn, et chercher sa 
position limite, quand n devient infini. 

3*" On suppose que les coniques S et S' varient de manière que les 
deuxièmes tangentes menées du point G à ces courbes soient conjuguées 
harmoniques par rapport aux droites GP et GQ ; trouver, dans cette hy- 
pothèse, le lieu du point d'intersection des polaires d'un point donné H 
par rapport à ces coniques. 

4« Lorsque les coniques S et S' varient en restant tangentes, trouver le 
lieu de leur point de contact. 

et le peu d'intérêt que présentait ce travail, me Tout fait oublier. Get 
intérêt se trouve encore diminué aujourd'hui par la publication du 
Mémoire que M. Brocard vient de consacrer à l'étude de cette famille 
de courbes remarquables à laquelle appartient le folium double. Aussi la 
Note en question peut-elle rester inédite, sans inconvénient. 

G. L. 
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Composition sur l'Analyse et ses applications 

géométriques. 

Etant donnée l'équation 

F(a;, y, %, p, q) = o, 

dans laquelle z désigne une fonction des deux variables indépendantes sb 
et y, où on Ta posé ^ ^ 

dz ^^ ^ ^. 

"=55' «=^" • 

Définir ce que l'on entend : l"» par intégrale complète, intégrale^énérale, 
intégrale singulière ; 2« par caractéristiques. Montrer comment on peut 
déduire l'intégrale singulière soit d'une intégrale complète, soit de l'équa- 
tion différeutielle. 

Application. 

V Ëtaut donnée l'équation 

m^pq + 2xyz — xy{px H- qy) = o, 
dans laquelle m désigne une ligne donnée, trouver une intégrale complète. 

2<* Déduire, de cette intégrale complet 3, la surface intégrale S qui passe 
par la droite D dont les équations sont 

y = 0, x = z. 

Déterminer directement, en intégrant leurs équations difiérentielles 
les caractéristiques dont le lieu est la surface S ; 

S^ Étudier cette surface dans le voisinage de l'origine ; déterminer sa 
forme générale h l'aide des sections faites par des plans passant par l'axe 
des y. 

40 Trouver les lignes suivant lesquelles la surface S touche la surface 
représentée par l'intégrale singulière. 

Composition de Mécanique rationnelle. 

Un trièdre trirectaDgle OXYZ tourne, avec une vitesse constante w, 
autour de son arête OZ, qui est dirigée en sens contraire de la pesanteur; 
il entraîne avec lui un paraboloïde P qui, rapporté aux axes OX, OY, OZ, 
aurait pour équation 

ic* — 2/* = 2pz. 

Un point M de masse i, de poids g, assujetti à se mouvoir sur la sur- 
face de P, est attiré, vers le sommet O du paraboloïde, par une force 

égale à — ^ MO ; en outre, MA, MB étant les perpendiculaires abaissées 

de M sur les génératrices rectilignes de P qui passent au sommet 0, le 
point M est encore sollicité par deux forces dirigées suivant les segments 

AM, BM, et égales, la première à — ^ AM, la seconde à -^BM. 

P P 

La position du mobile M sera définie par les valeurs des paramètres X, (i, 

qui figurent dans les équations 

a;* t/* 05* t/' 

+ r— — = X — 2jï, — ; 1 — = |i -H 2af, 



X — p X + p lA-4-P K — P 

des paraboloïdes bomofocaux à P et passant par le point M. 

Gela posé, on demande : 

V De former l'équation aux dérivées partielles dont, suivant le théo- 
rème de Jacobi, il suffirait de connaître une intégrale complète pour en 



• «•• 
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déduire, par de limples dîfiérentiations, les équations du mouvement du 
point M ; 

2» De trouver cette intégrale complète et les équations du mouvement 
quand on suppose o) = o ; 

3* D'int^rer l'équation de la trajectoire et d'indiquer la forme de 
cette ligne quand, co étant toujours nul, on a, à Tinstant initial, 

. /3 dx 3 H- 3v/3 / — dy q + ^ , — 



EXERCICE ECRIT 



46. — Sur une ellipse, de foyers F, F', on considère deux 
points A, A' tels que FAF' -+- FA'F' = k, k étant une constante 
donnée. Trouver le lieu décrit par le point I, pôle de AA'. 

Notes sur rexercioe 45. 

Soit 2^ — «no; = o, Téquation de OA. La circonférence OMA est 
représentée par 

22) 

(A) «■ -h î^ r y — 2pa5 = o. 

De même, en désignant par y — (lo; = o l'équation de OB, on a 

(A') a;* + y» ^ y — ^pœ = 0, 

pour représenter la circonférence OBM, 

En exprimant que AB coupe Ox en un point fixe M, (OM = 2p], on 
trouve 

W(A = — i.(*) 

Soit S une tangente commune aux circonférences A, A'. Elle est repré- 
sentée, indifféremment, par l'une ou l'autre des équations : 

(aj-p)coscD +(î/-y sin<o = py/i + ^,» 
(x — p) cos ÎÙ+ [y 3 j sin 0) = p i/ 1 + — , 



6 



On a donc 



P 
p = p cos <i)H — , sin 0) + p -, - . 



= p cos w+ —, sin œ + p 
pi» 






On conclut de là que — .» -r sont racines de Téquation 
MV cos* u> + 2pM cos w (p — p cos w) + p* sin* co H- 2pp cos w — p* = o. 

(*) Relation qui résulte encore du théorème de Frégier. 
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Or, mji = — I ; par suite, 

p* sin* (I) + 2pp C08 (0 — p* 

On tire de là 

p = p cos (0 :t p\li'+ cos'to). 

L'équation générale des droites 8 est donc 

(œ — p) cos 0) + y sin (I) = ± p^i -H cos* w. 
L'enveloppe de ces droites est une ellipse ayant pour équation 

oj» -4- 2J/" = p* 4- 2px. 
En écrivant celle-ci sous Tune ou l'autre des formes: 

oj» + y» = - {« H- p)", 

(a: — 2p)* + y* = - (oî — 3p)»; 
on voit que les points 0, M sont les foyers de cette ellipse. 



QUESTIONS D'EXAMENS; 



1 . — Démontrer la formule (*) 
m(m 4- i)(m -h 2) (m — f)m(m + i) 1.2. 3 

3' • o + • . , + 

1.2.3 1.2.3 

m(m -h i)(m -h 2)(m -4- 3) 
1.2.3.4 
Cette formule permet-elle de trouver la sommée des cubes des m 
premiers nombres entiers^ 

Si Ton pose 

am = m{m 4- i)(m + 2), 
on a 

_m ^m _m 

(1) Sm = aj -H a» -H . . . + am = JU^i rc* -h 3 j^^ a^ H- 2^^ a?. 

La méthode naturelle (**) consisterait à utiliser, pour trouver Sm les 

(*) Cette relation est un cas particulier de l'identité d'Euler (C. Af. S, 
!'• édition, tome I, p. 5) 
x(x-h i]{x-h2),.,{x+y) ) 
+ (a?H-i)(aî4-2) ... [x+y+i) I _ (s+ i)z... (g— y) —(aHj/) « » » (J?— , 

\ y + 2 

+ («— y)i«— i/+i)...(«— 0» 7 

lorsqu^on pose 

x= I, 2/ = 2, « — y = m. 

(**) Celle qu'il faudrait employer pour sommer, par exemple, la suite 
(o + &)(a' + 6')(a" + &'') + (a H- 2h)(a' H- 26') (a'' + 26'') H- . . . 
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formules connues donnant les quantités 

_m ^m „TO 

Mais cette méthode ne doit pas être employée dans le cas présent, puis - 



m 



qu'on veut déduire, de la formule même, la quantité ^^ a?. 

On peut alors, pour rétablir directement, reconnaître qu'elle est vraie 
pour m =: I ; puis, en supposant que Ton ait 

n\{m -f- I )(m 4- 2)(m -h 3) 

^m — , 

4 

on cherclte S^+i. 
On a S,„+i = S„j H- (m -h I )(m H- 2)(m + 3), 

ou Sm+i = (m+ i)(m-h 2)iw-h 3) ( 1 -h — j, 

^„ ^„fi„ c _ (w -h i)(m + 2)(?yi -h 3)(m -f- 4) 
ou enlin b„j^.i = . 

4 

La formule est générale; après l'avoir ainsi démontrée, on peut e:i 

déduire, d'api es l'cgalité (1), la quantité ^^a?. 
On peut aussi, pour établir la formule proposée, observer que, daas lo 

triangle de Pascal, les nombres a^ «a, ... représentent Gm+2) ^m+it •• 

m(m+ i)(m-f- 2)(m + 3) , . , ^ ^1 „ .^. . 

et que le nombre — ^ ^ — est égal à GJj+3. Une propriété 

1 .2.0.4 

connue (Alg. CM. S., p. 40) prouve alors l'identité en question. 

2. — Darw la formule 

(1) f (a + h) = f(a) + hf\a + eh), 

trouver la limite de 0, quand h tend vers zéro. 

L'équation (1) donne 

f(a) -h hf (a) -h '^ r(a + Q,h) = f{a] -h h[f'{a) -h ^hf"{a + 6,/>)], 

ou -r(a + Ô,/i) = 6na + 6j;i). 

2 

Lorsque h tend vers zéro, cette égalité prouve que 6 a une limite et 
que cette limite est égale à - ; du moins dans le cas général, celui où Ton 

a r{a) ^o. 
Si f"[a) = o, on développe f[a -h /i), ria -h 6^) avec un terme de plus. 

Alors, si /'"(o) :;zi o on trouve Lim ~ i/i» ^tc. 



3. Si l'on pose 



1 



(1) y = e* 
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on a 

i_ 

(2) x2'»^<") = Pne^ , 
Pn désignant un polynôme entier. 

Démontrer que l'équation Pn = o a toutes ses racines réelles. 

Première méthode. — Uégalité (1) donne 

(3) xyH-y = o; 
puis œ**/" + (20? 4- i)y = o, 

ou 05*1/" — {2X -h ï)y= G, 

On a donc 

Pi = - I, Pj = 2X -h I , P, = - 6x« - 6aî - I . (*) 

Vérifions d'abord que P„ est un polynôme entier du degré 

?i — I. 

Kégalité 

(4)' a;2n-2y(«-i)+p^_^y^o^ 

donne 

Remplaçant j/' et y^**-*^ par les valeurs tirées des égalités 
(3), (4), on a 

x2ny«) = [[(2n - 2)x -h i]P„-i - aî»PUi>, 
et, par conséquent 

(A) Pn =: [{2n - 2)a; + I ] Pn_i - x*P;^i. 

Si Pn_i est du degré n — 2, on voit que Pn est un polynôme 
entier , du degré n — i . 

Pour reconnaître que P„ = o a toutes ses racines réelles et 
distinctes, on admettra que P„_i = o, jouit de cette propriété; 
et, grâce à l'identilé (A) (**), on reconnaît facilement qu'elle 
s'étend à Téquation Pn = o. 

Autrement. — La formule de Leibniz : 
d" (uv) 



cte" 



= u^^¥'^ -h Ciw(^-*)y(*) + G?u^'»-2)v(2) . , . , 



(*) On peut observer que le premier terme dePnest(— i)*nl Cette 
remarque résulte de Tidentité (A), établie plus loin. 

(**) Soient a, p, ... X les racines de Pn-i = o, rangées par ordre croissant. 
La suite — œ , a, p, . . . X, + oo est séparatrice des racines de Pn = o. 
Deux termes a, p donnent dans Pn-i, et par suite dans Pn, des résultats de 
signes contraires. Pour les intervalles (— x , a), (X, + oo ) on distingue le 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 187 

appliquée à l'égalité (3), donne 

OU a;'(/^'»+*^ + (2r?a? + 1)1/^'»^ -h n(n — Oy**""*^ --= o. 

En posant x^y^""^ =^n*yy 

on a Pn+i + {2nx + i)P„ + ?i(n — i)x*P„_i = o. 

Considérant la suite ; 

(B) Pi = -I, Pa, ... Pn+l, 

on peut appliquer à celle-ci le théorème deSturm, en faisant 
les observations suivantes : 

1® Deux fonctions P consécutives ne peuvent pas s'annuler 
simultanément. 

2^ Si a? annule P^, les fonctions P„_i, Pn+i prennent, pour cette 
valeur de x, des signes contraires. 

3® Si la suite (B) perd ou gagne K variations entre a, p, les 
variations ont été modifiées par K changements de signes de 
P„+i; en conséquence, Pn^. =0 a K racines réelles dans cet 
intervalle. 

Ces trois remarques, grâce à la relation (A), se vérifient faci- 
lement, et le théorème en question se trouve ainsi démontré. 

Remarque. — Les deux voies adoptées pour la solution de 
cet exercice constituent des méthodes générales. Nous met- 
trons ce fait en lumière en les appliquant à une autre ques- 
tion, prise également dans celles qui ont été récemment posées 
aux examens de TEcole polytechnique. 

Voici renoncé de celte question. 

4. Si l'on pose y 



v/i + X* 



cas où n est pair et celui où n est impair et Ton tient compte de ce 

fait que le premier coefficient de P„ a le signe de (— i)" . 

Par exemple, pour n = 4; (a, p, y désignant les racines de P3, égalé à 

zéro) la suite croissante 

— ^» «> P> ï» + « 
donne -h — h +. 

Pour vérifier que a donne le signe — dans P^ ce qui constitue le point 
important dans ce raisonnement, il faut observer que Pn— 1 est une fonction 
croissante quand x varie de — 00 à a, le premier terme de Pn_i étant 
négatif; par suite p'„_i est positif; (A) prouve alors que Pn est négatif. 
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on a 

(!') (I + x«)V"^ + Qny = o, 

Q„ représentant un polynôme entier du degré n ; l équation Q» = o 
a toutes ses racines réelles. 

irô Méthode (théorème de Rolle). La relation. 

1 
y(i + x«)2'= I, 

donne xy{i + a;*) 2 + y'(i + x^y^ ^o, 

ou 

(2') y\i +a;«) -ha;^=o. 

Comparant cette égalité avec (!'), on a 

Uégalité (2') donne ensuite 

y"{i 4- a;*) -h 3xi/' + y=o. 
ou !/''( I + a*)* — j/(2a;* — i) = G. 

D'où, d'après (!'), 

Qa = — 20?' + I . 

Puis, Qs = 6x^ — 9a?, etc . . . 

Généralement, si 

(i - a;')"-* 2/(«"*) + Qn_i y = o, 
on a 

(i +a;«)«-^2^î"U-2(n- i)a;(i -h«*)"-V*"*^ + Qn-iy'-+-Q'n-iy=o, 

ou ( I + a?»)** 2/<") + [(i - 2n)xQ„_i -h QLi ( i + x*)]y = o. 

Ainsi, Qn — ( I — 2n)xQn_i -h Q^-i ( i + x*), etc. 

2® Méthode (ihéorèma de Sturm). La formule de Leibniz, 
appliquée à (2') donne 

y**-* (i + X*) -h inxy^""^ + n{n — i)^^''-*^ + 2^^**^ + y^'*"*^ = o, 
ou ^("-^^^(i H- X*) + (2n + i)x^("^ 4- (n* — n + i)^"-*^ = o. 

On a donc, d'après (\!) 

Q„+i -h (2W -h i)a;Qn -h (n* — n + i)(i -h »*)Qn-i = o. 

On peut alors appliquer le théorème de Sturm, dans les 
conditions rappelées plus haut, à la suite 

Ql» Uï) • • • Vn + l» 
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SUR LA. QUESTION 302 (*) 



Soient a, 6, ... k les racines supposées distincteSy de Téqua- 
tion ¥{x) = 0. 
Posons 

(1) F{x) = {X- a)f{x), 

et considérons la fraction rationnelle 7-=; — -t-« 

[F[x)y 

On sait que 

_L_- ^ A^ 

[F(cc)]* "" (rc - a)» "*" (a? - a; "^ " * 
d'oii I = A[(p(aj)]« + A'[<p{a?)]«{a; - a) •+- . . . (a) 

En remplaçant x par a, dans cette identité, on a 

(2) I = A[cp(a)]^ 



(•) BuU, de VAcad. roy. de Belgique, 2* série, t. XLIV, p. 19«. 
Cette question revient à démontrer le théorème suivant : 

a, b, c, ... h, k étant des quantités quelconques, inégales, la somme 
[r^^'^r^"^"^ ••• ■*"a-kj[(a-b)(a-c) ... (a - k)]» 

"+"[bTri;+b^rs"^ ■" "^F^^j ub -.a)(b-c) ... (b-k)p 



"*"[k- a'^b-k'^ •" "^k-hj [(k - a)(k - b) ... (k - c)p 
est nulle. 

Cette propriété a été rencontrée, par M. Catalan, en traduisant certaines 
propositions de Géométrie, dues à LiouviUe. 

Dans une Note intitulée : Conséquences d'wn théorème d'algèbre (Bulletins^ 
3« série, tome XIX), M. Catalan dit, en terminant : 

a Depuis treize ans, j'ai essayé, à diverses reprises de démontrer direc- 
tement le théorème rappelé au paragraphe l (c'est le théorème qui constitue 
la question 302). Mes tentatives n'ont pas abouti. Je souhaite que quelque 
Géomètre, reprenant la question, soit plus habile ou plus heureux que 

moi. » 

Il y a quelque temps, M. Catalan nous fit savoir qu'il avait reçu, de 
M. H. Laurent, la réponse au desideratum qu'il avait formulé dans la 
Note citée; et M. H. Laurent, à qui nous l'avons demandée, a bien voulu 
nous la communiquer; c'est la solution qu'on va lire. Nous l'avons 
seulement modifiée- légèrement, en quelques points, pour la rendre plus 
accessible au lecteur et plus facile à suivre. G. L. 
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D'ailleurs, l'identité (1) donne 

(3) F'{x) = (a? - a)(p'(^) + :^{x) ; 
el, par conséquent, 

(4) F'(a) = (p(<i). 

D'après cette remarque, en comparant les égalités (^), (3) 
on peut écrire 

Cela posé, prenons la dérivée des deux membres de ridoa- 
tilé (a); on obtient une nouvelle identité: 

o = 2Acp(a;)(p'(aî) + A'[cp{a;)]« -h . . ., 
laquelle, pour a; = a, devient 

o = 2A9(a)(p'(a) + A'[^(a)]-2. 
De cette égalité, (p{a) étant différent de zéro, on tire 

(5) - A' = _V(^. 

ç(a)[F'(a)]« 

D'autre part, Tidentité (3) donne : 

¥"(x) = {œ - ay{x) + 2^'(«)» 
et, par suite, 

(«) F'^a) = 29Ya)- 

Des relations (4), (5), (6) on déduit 

[F'(aj]3 
Finalement, on peut écrire 

[F(x)y Z l F(a)* ' ix - a)'' [F\a)y * (^"IT^ ^ 
En multipliant par x les deux membres de cette identité, 
puis en faisant a; = oo , on a 

2-[K(a)p""^ (*^- 
2. — Cette remarque étant faite, on peut observer que Tideii- 
tite connue ^ ^ 



¥{x) 



-^ a? -- a 



(•) M. Laisant, dans une lettre qu'il nous a récemment adressée, nous 
a fait observer que la démonstration de l'identité en question rev ent à 
l'établissement de cette formule^ G L 
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^U-6iK-Aj [I*\a;)]' ' 
et, par conséquent, 

2 (g - a)* [TO _ » 1 'y /_i_ 1 \ 

[F(a:)J» LF(a:) œ-aj Zt\a - b ' '^ a - k) 



I 



Reste à calculer la valeur du premier membre ô. A cet effet, 

observons que 6 peut être mis sous la forme ; 

y [(x - a)T{x) - Yjxj^x - a) 

^ [F[x)y 

D'ailleurs, les identités 

F{x) = (a; — a)(x — 6) ... (ce — /c), 

F'(a;) = S(x - 6) ... (x - k), 
donnent 

((r-a)[{a;-a)F'(x)-F(aj)] = (a;-fl)»j(a;-c).,.(aj-ft)+...{ 

= {x- a)''K^)> 
en posant ^{x) = (a; — c) . . . (x — k) -^ , , , 
Or F''(aî) = (ce - a) x(x) + J/(a;), 

On a donc F"(o) = iL(a). 

et par suite 
_ ^ {x^a)[{x--a)r{x)-¥(x)] ^{x-ay.... . 

Finalement ô = ^ [l^a = ^- 

L'identité proposée se trouve ainsi démontrée. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



321. — On prend p nombres, dans la suite i, 2 * . . w* On 
fait la somme de ces p nombres. Évaluer la somme de toutes 
ces sommes partielles. (Catalan.) 
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322. — 1® Lorsque quatre points d'une droite sont assujettis 
à rester sur quatre quadriques ayant un diamètre commun et 
homothétiques deux à deux, iî existe, sur la droite, un point 
particulier qui décrit une courbe plane; tout autre point de la 
droite décrit une courbe située sur une quadrique homothé- 
tique à Tune quelconque des premières et admettant leur 
diamètre commun pour un de ses diamètres. 

2° Lorsque quatre points d'une droite décrivent des courbes 
situées sur des quadriques appartenant au réseau qui, dans 
un système d'axes rectangulaires correspond à Téquatioa : 

f{x, y) 4- \{x^^-h y^ + z^) + u ^ o, 
dans laquelle f(Xy y) représente une fonction homogène du 
second degré, X et jx étant deux paramètres, tout autre point 
de la droite décrit une courbe située sur une surface appar- 
tenant à la famille. (A, Pellet.) 

323. — Le cenlre d'un cercle bi-tangent à une conique, la 
projection d'un point quelconque de la conique sur la corde 
des contacts et l'intersection de la normale en ce point avec 
l'axe qui ne contient pas le centre du cercle, sont en ligne 
droite. (A. TissoL) 



ERRATA ET RECTIFICATIONS 

1890. P. 171, 1. 10 en descendant et 1. 7 en remontant, renversez -^ . 

p. 121, ligne 6, au lieu de : w = — a, v =— &, w = — c, 

il faut : M = , v = — -, «; = . 

abc 

P. 149, 1. 12, au lieu de : Si S' est cette racine et d cette distance, . .. 
il faut lire : Si S' est cette racine et 2d cette distance. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 
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SUR LES CENTRES DE SIMILITUDE 

Par M. Anir* Poulain» à Angers. 




1 . — Étant données deux droites égales AB, A'B', une méthode 
classique montre qu'elles ont un centre de rotation S. On a 
contesté, avec raison, la rigueur de cette démonstration (*). 
Elle établit simplement qu'il 
existe un point S, obtenu en 
élevant des perpendiculaires 
aux droites AA% BB', en leurs 
milieux H, E; tel que les tri- 
angles SAB, SA' B' sont égaux. 
Mais il faudrait prouver que 

ces triangles sont directement égaux (**), afin qu'en faisant 
tourner l'un deux autour de S, on puisse l'amener à coïncider 
avec l'autre. Or on néglige toujours d'établir ce point, et même 
de le signaler. Il serait à désirer que l'on complétât cette 
démonstration au lieu de l'abandonner. 
Ici je me propose simplement d'étudier 
une question voisine, celle des centres 
de similitude. 



8 



2. — Soient AB, A'B' deux côtés 
homologues de figures directement sem- 
blables. La démonstration par laquelle 
on établit qu'il existe un point double 
S, ou centre de similitude, me semble 
avoir besoin aussi d'être complétée. En effet, D étant le 
point de rencontre de AB, A'B', on considère le point S qui 




(*) Leçons de cinématique^ par M. Puiseux, p. 79. 

(**) On dit que deux figures situées dans un même plan ^onX directement 
égales lorsqu'on peut les amener à coïncider par un simple glusement. 
S'il faut d'abord un reUiurnement^ on dit qu'elles sont symétriquement 
égales, parce qu'on peut, par glissement, les amener à être symétriques 
par rapport à une même droite. De même, deux figures directement sem- 
blables sont celles qui, par un glissement, deviennent homothétiques 
directes. S'il faut uu retournement, on les appelle symétriquement sem- 
blables. 
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est la seconde intersection des deux circonférences DAA^ DBB\ 
Il ne suffit pas de prouver^ comme on le fait, que les triangles 
ainsi déterminés SAB, SA'^B' sont semblables, mais qu'ils sont 
directement semblables; en un mot, il faut montrer que, si Ton 
adopte dans le plan un sens de rotation, les angles sont deux à 
deux égaux et de même sens. De plus, celte égalité d'angles n'est 
même pas établie rigoureusement; car le raisonnement prouve 
aussi bien qu'ils sont supplémentaires. Voici le raisonnement 
complété. 

Je dis d'abord que les angles A, A' des triangles SAB, SA'B' 
sonty ou bieji égaux et de même sens, ou bien supplémen- 
taires et de sens contraires (*). En effet, cette alternative a 
lieu pour les angles DAS, DA'S, comme inscrits au même 
cercle (mais situés, ou non, du môme côté par rapport à la 
corde DS). Dès lors, Talternative subsiste pour A et A'; car 
DAS, DA'S coïncident, suivant les cas (**), avec les angles 
intérieurs ou extérieurs, en A et A'. 

Le même raisonnement s'applique aux angles B et B'. Par 
suite, on ne peut faire que trois hypothèses sur les trian- 
gles SAB, SA'B' : 1® A' et B' sont supplémentaires de A et B. 
Mais alors la somme A' + B' = 27c — (A + B) serait supérieure 
àîc; 2® A' = A, et B' supplémentaire de B. Mais alors A et 
A' seraient de même sens, B et B' de sens contraires; ce qui 
est impossible pour deux triangles quelconques; 3® il reste 
donc la troisième hypothèse : A = A', B = B'; et Qlors les 
angles sont de même sens. Donc... (***) 

3. — Autrement^ soient deux droites indéfinies tournant 
d'un angle tt, autour de deux points fixes A, A', et décrivant 

(*) En un mot, si on donne des signes à ces angles, ils sont égaux 
k Kn près. Cette convention féconde a été exposée par M. Bernés (/. E, 
p. 109). 

(**) On peut s'en assurer en faisant glisser AB ou A'B' sur sa propre 
direction. 

(•♦*) Un raisonnement analogue prouve ce théorème général que deux 
triangles ABC, A'B'C sont directement semblables quand deux couples d'an- 
glesy affectés de signes sont égaux à Kir près. En excluant les combinaisons 
telles que B' = B — ii, G' = G — ir, on montre que B' = B, G' = G. Les tri- 
angles sont inversement semblables quand, à Kti près, les deux couples 
d'angles sont égaux et de signe contraire. 
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des angles égaux, à partir d'une position quelconque. 1® Il est 
facile de prouver que leur intersection décrit une circonférence 
passant par A et A.'; 2® Si on les réduit à des semi-droites issues 
de A et A', un seul des arcs AA' est décrit par l'intersection 
des semi-droites non prolongées et tournant de 27c; l'autre arc 
exige le prolongement d'une seule ligne. Pour le constater, 
on part d'une position initiale, en distinguant trois cas : 1** les 
deux semi-droites se rencontrent sans être prolongées ; 2** il 
faut les proloDger toutes deux; ce cas se ramène au précédent 
en les faisant tourner de ir; 3** il faut en prolonger une seule. 
Gela posé, le points, dont nous voulons prouver l'existence, 
peut être défini par la condition d'être situé sur deux droites 
issues de A et A' et qui soient homologues : 1® comme situa- 
tion; 2® comme longueur, c'est-à-dire proportionnelles à AB, 
A'B'. Or, pour que SA, SA' soient homologues comme situa- 
tion, il faut et il suffit qu'elles fassent, avec AB, A'B', des 
angles égaux et de même sens ; par suite, le lieu auquel S 
appartient est un certain arc de cercle limité à A et A'. Sur 
cet arc, il y a un point et un seul, tel que SA : SA' = AB : A'B', 
puisque de A à A', le premier rapport varie de zéro à l'infini. 
Donc il y a un point et un seul, répondant à la définition de S. 

4. — Après ce théorème, on établit le suivant: le point S 
est aussi le centre de similitude des droites A A', BB'. Pour donner 
une démonstration indépendante des diverses dispositions de 
la figure, on dira : faisons tourner le triangle SAB pour 
l'amener à avoir l'angle en S commun avec SA'B'. Les côtés 
SA, SB décrivent des angles égaux et de même sens. Or ce 
sont précisément les angles ASA', ASB', etc. 

5. — Gomme cas particulier, les démonstrations précédentes 
s'appliquent aux centres de rotation des figures directement 
égales. 

6. — Ajoutons quelques remarques sur les centres de 
similitude de AB et A'B'. 

1* D'après ce qui précède, on peut déjà en déduire quatre 
cercles passant par S. Il y a quatre autres cercles et deux 
droites. En effet, les distances de S à A et A' sont entre elles 
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comme les droites homologues AB, A'B'. Donc S est sur un 
cercle dont le centre est situé sur ÂA' et partage soustractive- 

ment ce segment dans le rapport AB^ l A'B'*. Il se trouve 
aussi sur les cercles analogues, obtenus au moyen do BB', 
puis de AB et A'B'. 

Les deux premiers cercles ont un second point commun S\ 
Il est le sommet de deux triangles S'A B, S' A!B' symétriquement 
semblables (*). Car ils ont leurs côtés proportionnels, et pour- 
tant ne sont pas directement semblables, n'ayant pas S pour 
sommet. Dans le cas des figures égales, ces cercles devien- 
nent les perpendiculaires dont on se sert pour trouver S. 

Enfin, si de S on abaisse des perpendiculaires sur AB, A'B', 
ce sont des hauteurs homologues de triangles semblables. 
Donc leur rapport égale celui de AB à A'B'. Le lieu des points 
jouissant de cette propriété est un système de deux droites 
issues de D et conjuguées par rapport à DA, DA.' (pour AB = 
A'B', ce sont des bissectrices). Mais il ne faut accepter que 
Tune d'elles. La région angulaire oh elle se trouve a ce carac- 
tère, que, pour tout point 0, l'angle AOB a le même sens que 
A'OB'. La droite conjuguée passe par le point S' défini précé- 
demment. 

Il y a, de même, une droite issue deTintersectionD'de AA, 
BB' (**). 

2® Ainsi, quand on donne deux droites quelconques AB, A'B' 
on peut en déduire huit circonférences et deux droites qui 
passent par un même point S. Il y a un second groupe analogue 

(*) S' est à rintersection de deux hyperboles équîlatères. En effet, faisons 
tourner autour de A et A' deux droites partant des positions AB, A'B' et 
engendrant des faisceaux symétriquement égaux, et par suite homogra- 
phiq[ues. Le lieu de leurs intersections est une conique passant par A, 
A' et D. On a les tangentes en A et A', comme rayons limites. Enfin les 
directions asymptotiques sont évidemment parallèles aux bissectrices de 
l'angle en D. On a donc une hyperbole éqailatère. Il ne faut conserver 
dans cette hyperbole que deux arcs non situés d^m même côté de AA'. 
Car eux seuls sont donnés par des demi-droites homologues non prolon 
gées. Les deux hyperboles ont leurs asymptotes parallèles. 

(**) Je ne considère pas ici le quadrilatère complet ABB'A'DD' ; sans 
quoi, il y aurait quatre autres couples de segments ayant A, B, A% B' 
pour point d'intersection et S pour centre de similitude; ce qui donne 
en tout six droites issues des six sommets du quadrilatère complet et 
passant par S. 
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si on intervertit les lettres À et B pour une des droites. — Si 
Ton donue deux triangles directement semblables ABU, A'B'G', 
on peut en déduire 6 + 6 circonférences et 6 droites passant 
par un même point S. 

3® Il y a une parabole de foyer S, tangente aux quatre côtés 
du quadrilatère ABB' A' (*). En effet, nous pouvons construire 
une parabole de foyer F' tangente à AB, A'B'. Je dis que AA' est 
aussi une tangente. Car, si de S nous abaissons sur AB, A'B', 
des perpendiculaires SE, SE', les triangles SEA, SE'A' sont 
directement semblables. E, E' appartiennent à la podaire 
orthogonale de S. Donc A, A' appartiennent à une même po- 
daire oblique du foyer de la parabole. Or, on sait que cette 
dernière podaire est une droite tangente à la parabole. 

Il suit de là que si Ton projette S sur les quatre côtés du 
quadrilatère, on a quatre points en ligne droite, et que cette 
droite est encore tangente à la parabole. 



SUR LES COMPLEXES DE DROITES 

ET SUR LA QUESTION 254 
Par M. Balitrand, ancien élève de TËcole Polytechnique. 



I. — Dans la question 254, M. Amigues a proposé Tétude 
du complexe formé par les cordes d'un ellipsoïde ayant leur 
milieu dans un de ses plans de symétrie. A cette occasion, 

(•) Voyez le Supplément au C. M.S.j V édition^ p. 70. 

Ce théorème a été douné par Chasles, avec beaucoup d'autres, relatifs 
à ce sujet, dans un MéoQoire présente à TAcadémie des Sciences {Comptes 
rendus, 3, déc. 1860) et intitulé Propriétés relatives au déplacement fini quel- 
conque dans Vespace d*une figure de forme invariable. 

Le Mémoire en queslion débute par ce théorème : QueUe que soit la 
position de deux figures égales ^ dans un plan donné, il existe toujours un point 
tel qu'en faisant tourner la première figure, autour de ce point, elle vienne 
coïncider avec Vautre. 

Ce point est appelé point central. 

Ce théorème, ainsi énoncé, ne nous parait pas exact. Il est vrai, si les 
deux figures sont infiniment voisines (Supplément, /oc. cit,), ou si les deux 
figures sont, comme le veut M. A. Poulain dans la Note qu*on vient de 
lire, directement égales. Sinon il faut, pour efiectuer la superposition, un 
double mouvement : une rotation et un retournement. G. L. 
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nous rappellerons certaines définitions, et aussi quelques 
formules et propriétés relatives aux complexes (*). 
Les équations d'une droite étant prises sous la forme 

(1) ^-^0 ^ y-yo ^ g-^gp 

l m n 

les quantités 

sont les six coordonnées homogènes de la droite. Elles véri- 
fient, d'ailleurs, la relation 
(2) ir + mm' + nn' s 0. 

.(*) C'est Pluckbr qui a créé la théorie des complexes dans son ouvrage : 
Nouvelle Géométrie de l'espace^ fondée sur la considération de la droite comme 
élément de l'espace. Le premier, il a considéré la droite comme pouvant 
engendrer des êtres géométriques; de même que le point ou le plan. 
Seulement, la position de la droite, dans Tespace, dépend de quatre para- 
mètres, tandis que la position du plan ou du point dépend seulement de 
trois paramètres. Ceux-ci ne peuvent engendrer que des lignes ou des 
surfaces. La droite engendrera un complexe si ses coordonnées dépendent 
de trois paramètres, c'est-à-dire si elles vérifient une seule relation ; une 
congruence si ses coordonnées dépendent de deux paramètres ou vérifient 
deux relations ; une surface réglée si elles dépendent d'un paramètre ou 
si elles vérifient trois relations. Les continuateurs de Plucker, en Alle- 
magne, ont été principalement : Klein, Lie, Reye, etc. 

Les travaux sur les complexes sont extrêmement nombreux. Nous 
citerons, comme plus particulièrement simples, parmi ceux qui ont été 
publiés en France, les suivants ; 

Painvin {Bulletin des Sciences mathématiques, 1870). 

Painvin (Nouvelles Annales de MathématiqueSy 1871). 

Pruvost {Géométrie analytique^ II» volume). 

La question posée au Concours général, en 1885, revenait au fond à 
étudier le complexe formé par les cordes d'une quadrique vues, de son 
centre, sous un angle droit. 

Voir, à ce sujet : Nouvelles Armales de Mathématiques , 1888, 1889. 

Les complexes peuvent servir dans l'étude des surfaces. On pourra 
consulter : 

E. Picard (Thèse). 

EoENiGS : Propriétés infinitésimales de l'espace réglé (Thèse). 

Leur considération est aussi très utile en Géométrie cinématique, dans 
la théorie du déplacement d*un corps solide. 11 suffît, pour le prouver, 
de citer le théorème suivant : 

Les normales aux trajectoires des différents points d'un corps solide dont le 
déplacement est assujetti à cinq conditions forment un complexe linéaire, 

RÉGiPROQUEUENT : Tout complexc linéaire peut être engendré de cette manière. 

Voir encore sar ce sujet : Sur les Complexes linéaires, par M. E. Jaggi. 

Nouvelles Annales de mathématiques, 1885 (p. 334). 

TnévENET : Étude sur le déplacement infiniment petit d^un corps solide^ dans 
Vêspace (Thèse). 
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Les équations de la droite, rendues homogènes, peuvent 



s'écrire ainsi 



nj/ — m.5 -+• Ut = o, 
^. . Iz — nx + m!t = o, 

^ ' ^ mx — ly -h n't = o, 

Vx -+- m'y + n'z = o. 
Les trois premières équations représentent les projections 
de la droite sur les plans coordonnés, la quatrième est une 
conséquence des trois premières; dans tous les cas, ces 
quatre équations se réduisent à deux. 

Les coordonnées de la droite qui joint à&un^omi&ix^^y^jZ^^t^ 
i^tt y%> ^st ^i)' s'obtiennent au moyen des formules précédentes, 
et ont les valeurs qui suivent 

/ / =iri/,- /iX„ V = y^z^ - z^y^y 
(4) j m = y^t^ - <iy„ m' = z^x^ -- x^z^. 

Les relations (3) expriment que le point {x, y, z^ i) est sur 
la droite (/, m^ n, /', m\ n') ; de même, les relations : 

/ n'v — m'w -t- Z« = o, 
,„. \ Vw — n'w -t- ww = o, 

^ ' ) mfu-- Vv H- ns = o, 

\ lu + mv -¥ nw = o, 
expriment que le plan (u, v, tu, s) passe par la droite {l, w, n, 
r, m% n'). On a obtenu les trois premières en écrivant que le 
plan dout l'équation est 

ux -^ vy -¥• wz -h st = o, 
passe par les traces de la droite sur les trois plans de coor- 
données ; la quatrième est une conséquence des trois premières. 
Les coordonnées de la droite, intersection de deux plans 
(Wi, Vi, w^, ti) (w„ v,, t(;„ t^) seront donc : 

(6) I m= t^iU, — Ujto,, m'= v^s, — «^t;,, 
( n = WiV, — v^Wj, n' = w^s^ — «iW^j. 

IL — Une relation d'ordre p 

(7) f[ly m, w, /', m', n') = o, 

entre les coordonnées delà droite, définit un complexe d'ordre 
p. Par chaque points de l'espace passe une infinité de droites. 
Ces droites forment un cône ; c'est le cône du complexe» On 
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obtient immédiatement son équation en remplaçant dans (7), 
l, w, n, r, m', n'par leurs valeurs (4), et considérant (x^, yi, a^, t^) 
commes fixes, (x^, j/„ ^,, t^) comme variables. Le degré de ce 
cône est égal à Tordre du complexe. De même, dans chaque 
plan P, il y a une infinité de droites du complexe; ces droites 
enveloppent une courbe; c'est la courbe du complexe. Sa 
classe est égale à Tordre du complexe. On le reconnaît immé- 
diatement en observant que les tangentes issues d'un point s, 
à cette courbe, sont les intersections du plan P et du cône 
du complexe, de sommet s. Elles sont donc au nombre de p. 
L'équation tangentielle de la courbe s'obtient en remplaçant 
dans (7) /, m, w, f, m', n' par leurs valeurs -(6) et y considé- 
rant u„ Vj, M?„ 6*2 comme variables et u^, i\, w^, s^ comme fixes. 
L'équation ponctuelle de la courbe s'obtiendra d'ailleurs par 
les méthodes ordinaires. 

IIL — L'ensemble des droites dont les coordonnées satisfont 
à la relation linéaire et homogène la plus générale, 

(8) Al + Bm-hGn-h k'V + BW + CV = o, 
forment un complexe linéaire. 

En général, les coefiicients A, B, G, A', B', G' ne satisfont 
pas à la relation 

(9) AA' + BB' -h GG' = o, 

et par suite ne peuvent pas être considérées comme les coor- 
données d'une droite. Si la relation (9) est vérifiée. A, B, G, 
A', B', G' sont les coordonnées d'une droite, et la relation (8) 
exprime que les deux droites (/, w, ?i, /', m\ ri) se rencontrent. 
Dans ce cas, le complexe (8) est appelé complexe spécial; il 
est formé par l'ensemble des droites qui rencontrent une 
droite fixe. 

Nous énoncerons, pour les complexes linéaires, les théo- 
rèmes suivants : 

(*) Comparer les théorèmes de Gbasles zur les droites œnjuguéei dans le 
déplacement infiniment petit d'un corps solide assujetti à cinq conditions, 
(Mannheim. Cours de Géométrie de V École polytechnique.) 

2* Comparer le théorème de MANNHElM-ScHQENMA^N, d'après lequel les 
normales aux surfaces trajectoires de tous les points d'un solide assujetti à quatre 
conditions rencontrent toutes deux mêmes droites : (Mannhbim, Cours de géa^ 
métrie.) 
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Théorème I. — Un complexe linéaire est déterminé par cinq 
droites. 

Théorème II. — Les droites d'un complexe linéaire ^ qui 
passent par un point fixe P, sont situées dans un plan tu, lequel est 
le plan focal de P. De mémey les droites d'un complexe linéaire, qui 
sont situées dans un plan t:, passent par un point fixe P du plan; 
c'est le foyer du plan. 

Théorème III. — Le lieu des foyers des plans passant par 
une droite fixe A est une autre droite D. Les droites D e/ A sont 
dites conjuguées. 

Théorème IV. — Les droites communes à deux complexes 
linéaires rencontrent deux droites fixes. 

Théorème V. — Les droites communes à trois complexes 
linéaires forment un hyperboloïde à une nappe» 

IV. Complexes du second ordre. — Si la relation 

f {ly m, n, /', m\ n') = o 
est du second degré, on a un complexe du second ordre. 
Parmi ceux-ci, nous citerons le complexe, appelé tétraédral, 
lequel a été très étudié et qui est formé par les droites 
rencontrant les quatre faces d'un tétraèdre I, en quatre points 
dont le rapport anharmonique est constant. Si Tune des faces 
du tétraèdre s'éloigne à Tinfini, le complexe coïncide avec celui 
qui est formé parles normales à une famille de surfaces homo- 
focales du second degré. 

Pour le démontrer, il suffit de faire voir que Tune quelconque 

do ces normales est divisée, par les plans de symétrie de la 

surface, en deux segments, dont le rapport est constant. Or, soit 

a;« v' ^* 

+ 7T^—. + :r— T -1=0, 



a» + X 6« + X c» + X 
réquation de cette famille de surfaces. La normale en un point 
M, à Tune de ces surfaces, coupe les plans coordonnés en trois 
points A, B, G, et Ton a : 

MA _ a» -+- X MA _ g» + A MB __ 6' 4- A ^ 

MB "" 6» -H X' M(j""c*4-X' MG "" c« + X ' 

AB a* - 6* 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. — 1^91 9. 
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V. — Gomme application de ce qui précède, nous allons 

résoudre la question suivante, proposée par M. Amigues : 

On donne, en coordonnées rectangulaires, Vellipsoide représenté 

par r équation 

X* y' z* 

a' b* c' 

/« Trouver le complexe des cordes divisées en parties égales par 
le plan des xy; 

2® Cône formé par celles de ces droites qui passent par un point 
P. Lieu du point P tel, que ce cône soit de révolution; 

3^ Enveloppe de ces droites sittiées dans le plan représenté par 

Véquation 

Ax 4- By H- Cz -H D = o; 

4° L'enveloppe est une conique K. Lorsque D varie on a une 

infinité de coniqu^es. Lieu de leurs sommets et de leurs foyers en 

supposant 

A = B = G=i, 

a= b. 

L'équation du complexe s'obtient très simplement, en expri- 
mant que la trace de la droite représentée par 

X - Xq _ y - yo _ z — Zq 
l m n 

sur le plan xoy, se trouve aussi dans le plan diamétral conju- 
gué de la direction (Z, m, n). On arrive ainsi à l'équation 

/m' mV 

Ce complexe jouit de la propriété remarquable d'être son 
propre polaire réciproque, par rapport à une infinité de qua- 
driques ayant les mêmes plans de symétrie que l'ellipsoïde 
donné. En effet, prenons une droite {l, m, n, V, ni, n'), déter- 
minée par deux points (x^, y^, z^, t^) (a?,, y^, z^, t^, et cher- 
chons les coordonnées (Zi, m^, n^, h, m\, nj) delà droite conju- 
guée par rapport à la quadrique dont l'équation est 

iC* 1/* z^ 

Les plans polaires des deux points {x^, y^, z^, t^) (a?,, y„ z^, t^) 
ont pour coordonnées 
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as, 
"•= A' 


"' B' 


^1 
"''-G' 


«1 


--<„ 


a?. 


y* 

V.- g. 


«'«= G' 


»» 


= -«,. 


Par suite : 










'♦- BG 


"bc' 


m' 

"*' = ga' 




n' 
"'~AB* 


,, — «l'ï + 'l'»» i 


m 




n.' " 


'• A 


- A' 



Uéquation (1), devient en remplaçant (/, m, n, f, m', n') par 
leurs valeurs : 

On voit qu'il suffit de prendre A = a", B = 6*, pour que les 
équations (1) et (2) représentent le même complexe. 

Cône du complexe. — Le cône du complexe de sommet s 
(^i> î/i> ^i« ^i) 3 po^r équation 

W ^i ^i -o- 

Il contient les droites suivantes: la droite so, la perpendi- 
culaire abaissée de s sur le plan xoy; les perpendiculaires 
abaissées de s sur ox et oy^ les génératrices du cône, de 
sommet s, circonscrit à Tellipsoïde, ayant leurs points de con- 
tact dans le plan xoy. 

Pour le vérifier analytiquement, prenons la trace du cône 
représenté par Téquation (3), sur le plan xoy. Cette trace est 
une ellipse ayant pour équation (après avoir fait t = t^ = i) ' 

Elle passe par Torigine, par le point (x^, t/^)» par les projec- 
tions de ce point sur ox et oy, enfin par Tintersection de la 

polaire de ce point : 

XX4 yy. 

avec Tellipse qui correspond à l'équation 

a* 6» 
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Il faut observer que Téquation (4) est indépendante de js^. 
Or, pour que le cône du complexe se décompose en deux 
plans, il faut et il suflBt que la conique (4) se décompose en 
deux droites. Le lieu des points pour lesquels le cône du 
complexe se décompose en deux plans est donc formé d'un 
système de plans parallèles à oz. Il y a toutefois une excep- 
tion. En effet, Tintersection du cône du complexe, par le 
plan acoy, se compose, dans tous les cas, de deux droites, si le 
sommet s est dans le plan xoy. 

L'équation (3) montre alors que le cône se décompose alors 
en deux plans : 

L'ellipse représentée par l'équation (4) se décompose en 
deux droites, si les coordonnées x^, y^ vérifient la relation 

2 2 

^-h^=0 

En résumé ; Le lieu des points tels que le cône du complexe 
se décompose en deux plans est formé : 1° Par le plan xoy; 
2°par les deux plans passant par l'axe oz et par les génératrices 
du cône asymptote de l'ellipsoïde donné, situées dans le 
plan xoy. 

Cherchons maintenant où doit se trouver le point s pour 
que le cône du complexe soit de révolution. Il suffit, évidem- 
ment, que le cône parallèle mené par l'origine soit de révolu- 
tion. Ce cône a pour équation, 

z,X^ z,Y^ x,XZ y,YZ 

Mais, si nous appelons a, p, y les cosinus directifs de l'axe 
du cône et l'angle au sommet, son équation est de la forme 

(6) (a« 4- p» H- Y«)(X« 4- Y» -4- Z») COS« 6 - (aX 4- pY -f yZ)* = G. 

Les équations (S) et (6) représentant la même surface, les 
coefficients des termes semblables sont proportionnels, donc 

ap = 0. 

Prenons a = o, ce qui exprime que l'axe du cône est paral- 
lèle au plan yoz. Alors, l'équation (S) ne doit pas contenir 

de terme en XZ : donc 

a?4 = o. 
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Il faut ensuite que le coefficient de Z*, dans (6) soit nul, ce 

qui donne : 

B« cos^ ô — Y* sin« ô = o, 
d'où 

(p = Xcose, 

I Y = X sin 0, 

Enfin en exprimant que les coefficients des termes restants 

sont proportionnels, on obtient les relations 

a* cos' Ô 6*(cos* ô — sin* 6) b^ sin ô cos 9 ' 

d'où ron déduit ^^^.A"H6^^=^, 

s, V o* 

qui représente deux plans imaginaires, passant par ox. 
L'angle au sommet du cône est donné par la formule 

(9) tg6=^=±i/n^. 

En prenant p = o on arrive à des résultats analogues. 

Ainsi : Le lieu des points pour lesquels le cône du complexe est 
de révolution, est formé par quatre droites passant par le 
centre de l'ellipsoïde donné, et situées: deua:, dans le plan yoz, 
et deuxy dans le plan xoz. Les axes des cônes sont situés dans ces 
plans, et, pour une vU'ême droite, ont une direction constante. 
U angle du sommet de ces cônes est égalememt constant pour chaque 
droite. 

Courbe du compleoce. — La courbe du complexe, située dans 
le plan a(u^, v^, Wi, s^), a pour équation 

/, /^x (Vit^ - W*V)(ViS —s.v) (w.u — U4W)(U.S — s.u) 

(10) Li L_AJ U _ ^-i -1-L 1— = o, 

avec 

(11) u^x + v^y 4- w^z + sj = o. 

Elle est évidemment tangente à la trace du plan a sur xoy^ 
et aux tangentes à l'ellipsoïde situées dans le plan a, qui ont 
leurs points de contact sur ox et oy. On peut trouver d'autres 
tangentes en s'appuyant sur ce fait que le complexe est 
son propre polaire réciproque, par rapport à une infinité de 
quadriques. En particulier, on voit ainsi que la courbe 
du complexe est toujours une parabole. En effet, le cône du 
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complexe de sommet s, s^ étant le pple du plan er, contient la 
droite so; donc la droite, intersection du plan <t et du plan 
polaire de o, est une tangente à la courbe du complexe. 

Dans réquatiou (iO), faisons s = s^ = i, et posons 
u ^ u^ = JJj V — Vi = Y, w — w^ = W. 

Celte équation devient 

/|q>^ wJJ^ w,Y' UiUW t;,VW 

Le premier membre se décompose en deux facteurs linéaires 
si Ton a : 

soit, W4 = o: soit, -T- H r = o. 

C'est-à-dire que la courbe du complexe se décompose en 
deux points : 

1** Pour tous les plans parallèles à oz. 

2® Pour tous les plans passant par Tun des deux points 
situés à Tinfini dans le plan xoy, sur les asymptotes de 

Tellipse tt + -^ — i = o. 

Ce résultat pouvait d'ailleurs, d'après la remarque précé- 
dente, être prévu apriori. 

Nota, — Nous avons reçu, de la question 254, d'autres solutions ; mais 
elles étaient inexactes, en certains points, et incomplètes. 



EXERCICE ECRIT 



47. — Soit r une ellipse dont les foyers sont F, F'. On prend 

sur r deux points M, M'; on joint M' aux extrémités A, A' du 

grand axe. Trouver le lieu décrit par le pôle de MM', sachant 

que 

2AM'A' - FMF' = TT. 

Notes sur rExercice 46. 

Posons FAF' = 6, FAT' = 6'. 

La tangente en A fait, avec l'un des rayons vecteurs, un aogle aigu a, 
tel que 2a + = n En désignant, de même, par a' Tinclinaison de la 
tangente en A' sur Tun des rayons vecteurs qui aboutissent en ce point ; 
on a, encore, 2 a' + 6' = n. 

D'après cette remarque, toute relation donnée, entre les angles 0, 6', 
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pourra être transformée; et Ton obtiendra une relation correspondante 
entre a, a'. 
Soient ^, y" les ordonnées des points A, A'; en observant que (G, A, p. 433) 

tg a = — ,y tg a = — r,, 

on voit que toute égalité donnée entre a, a' se transformera en une autre 
dans laquelle entreront seulement y\ y". 

On conclut de là une solution très simple pour tous les problèmes du 
genre auquel appartient Texercice proposé. 

Dans cet exercice, on a 6 + 6' = A;, 

et, parconséquent, 

i-tgÔtgÔ' ^ c^yY^b^' 

En posant, pour simplifier un peu récriture, 

b*c 

on a donc 

(1) h* (}/ + yn = d'yY - 6*. 

Soient x^j y^ les coordonnées du pôle I de AA' ; Téquation de A A' est 

^oc. yy. 

Les ordonnées y\ y'^ des points A, A' sont les racines de Téquation 
on adonc y + 2/" = -g — -g » yY = — g TF' * 

Xq Vq œg Vq 

— -\ — _-i 

a» 6> a* 6» 

D*après ces formules, l'égalité (1) devient 

a;> + 2/*4- -^y — c>— o, 

ou a?* + t/" H- 2cy cotg & — c* = o. 

Cette équation représente une circonférence passant par les foyers; le 
lieu se compose de cette circonférence et de sa symétrique par rapporta 
Taxe focal. 

Nota. — Nous avons reçu une autre solution de l'exercice 46 par 
M. E. N. Barisien. 



QUESTIONS D'EXAMENS 

1. — On donne trois points A, A', A'', sur une droite A, et trois 
points B, B', B," sur une autre droite A'. On connaît aussi les 
directions asymptotiques d'une cubique T passant par ces six 
points. Démontrer que T n'est pas déterminée par ces neuf 
conditions. 
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Cette proposition peut être considérée comme un corollaire 
du théorème suivant : Par neuf points^ situés trois à trois sur 
les côtés d*un triangle, passent une infinité de cubiques. 

Prenez en effet ce triangle pour triangle de référence. 
L'équation de la cubique sera 

cp = Aa* -4- . . . + Xapy -4- ... = O, 

tp étant une forme cubique homogène, du troisième degré. 
Quand X varie, toutes les cubiques correspondantes coupent 
les côtés du triangle de référence en des points fixes. 

En rejetant l'un des côtés à l'infini, on obtient la proposi- 
tion en question. 

On peut d'ailleurs établir, directement, celle-ci de la manière 
suivante. 

Prenons A, A' pour axes de coordonnées. L'équation de la 
cubique proposée est 

005* + 6y' + ... 4- /* — o. 

Les directions asymptotiques ont des coefficients angulaires 

a 

dont le produit est — - • D'ailleurs 

OA.OA'.OA'= - ^, 

a 

OB.0B'.OB'= -(; 





d'oîi 



OB. OB'. OB' 



OA.OA'.OA' a 

Ainsi, quand on donne les points A, A', A'; B, B', B', on 
donne, par cela même, une relation entre les directions asymp- 
totiques. Par suite, deux, seulement, de ces directions peuvent 
être arbitrairement choisies. Donc la cubique est indéterminée, 
si ces directions sont convenablement données; c'est-à-dire si 
elles vérifient les relations que nous venons de trouver. 

On peut observer que si l'on joint deux à deux, mais arbi- 
trairement, les points donnés, on obtient trois droites dont les 
coefficients angulaires ont un produit égal à celui des direc- 
tions asymptotiques de la cubique passant par ces points. 

Remarque. — La proposition énoncée plus haut peut aussi 
être considérée comme résultant du théorème de Carnot. Ce 
théorème prouve, en effet, que si Ton connaît huit des points 
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communs à une cubique et à trois droites données, le neu- 
vième point commun est déterminé. 

En général, une courbe d'ordre m ne peut pas passer par 
3m points distribués, m à m, sur trois droites données. 

Comme corollaire, on voit qu'on ne peut pas donner m points 
sur oXj m autres points sur 01/, et les directions asymptotiques 
courbe d'ordre m, arbitrairement. 

2. — Sommer la série (*) 

X* x* x« x* x^^ x" 

2 5 6 9 10 i3 

Cette série alternée est convergente pour a? < i ; dans cette 
hypothèse, en effet, les termes vont en diminuant constamment 
et tendent vers zéro. Elle est divergente pour a;> i. 

Pour sommer y, prenons y\ Nous avons 

y' = I _ a; 4- x* — oî* 4- x* — îK® + .... 

ou, dans l'hypothèse a; < i, 

y' = I -f- ce* + a?* 4- ... — a;( I 4- a:* 4- x® . . .). 

Ainsi, 

, , . i I I ( I I —a? 
« = ( T — 05) = = - \ 1 

^ I — • X'* (l H-CC)(l -»-£C*) 2(£C+1 1 4- X* 

,, . r dx c dx n xlx 
dou 2y= h / / • 

J X -h l J l -hX* J I 4- iC* 

Finalement 
2y = L{x 4-1)4- arc tg as — L( i 4- a?*), pour a; < i . 



QUESTION 252 

S^olutloa (**). 



Soient PA, PB, PC, PD les quatre normales issues (Tun point 
quelconque P à une ellipse. — /° Si la droite AB tourne autour 
d'un point fixe M (x^, yo) la corde CD enveloppe une parabole tan- 

(*) Cette question a été proposée dans le numéro d'août de VEducatio- 
nal Times par M. Neuberg. Nous l'indiquons ici comme question d'exa- 
men parce que des exercices analogues ont été posés, à diverses reprises, 
aux examens de l'École Polytechnique. Elle rentre, comme le montre la 
solution précédente dans un type général ; celui des séries que l'on peut 
sommer, quand on sait sommer la dérivée. 

(**) Nous résumons, dans cette solution, les rédactions qui nous ont été 
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gente aux deux axes. Réciproque. ^ Trouver le lieu des foyers 

de ces paraboles, quand le point M. parcourt une droite donnée, 

1® Soient a', p'; a", p" les coordonnées des pôles des cordes 

AB, CD; on a (formules de Joacbimsthal; G. M, S., p. 397), 

aV = - a», py = - 6«. 

L'équation de CD est 

ax p'^i/ 



a^'^'b^=' 



ou 



Mais on a, par hypothèse, 

(^) o« ^ 6» °' 

Des relations (1), (2) on déduit 

(f» + ''y) (^ + ^^') + «r = o. 

L'enveloppe des droites CD est donc représentée par 

A cette équation correspond une parabole, tangente aux 
axes de Tellipse. 

Réciproquement, si CD enveloppe une parabole tangente aujc 
axes de Uellipse ; si, du point P, pôle normal de CD, on mène les 
deux autres normales PA, PB ; AB passe par un point fixe, 

2® Cherchons le lieu des foyers F des paraboles U quand 
les variables a?o» ^o vérifient la relation 

(3) ^0_^l^0=: I. 

p ? 

Pour des raisons connues, le point F coïncide avec la pro- 
jection de Torigine sur la droite qui a nour équation 

(4) ^o + ^+.^o. 

^ ^ a^ b^ 



adressées par MM. Georges Bernache -Assolant, élève au lycée Gondorcet ; 
Rezeau, conducteur des Ponts et Chaussées à la Roche-sur- Yon ; Bohn, 
maître répétiteur au collège de Verdun ; Leinekugel. 
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Le lieu cherché s'obtiendra donc en éliminant x^, y^ entre 
les deux équations précédentes et la suivante 

Cette élimination<se fait immédiatement el donne 

X fx i\ y (y i\ 

Le lieu est donc une circonférence; sa construction, d'après 
l'équation précédente, n'offre aucune diflSculté. 



QUESTION 265 

ik>lations: 1* par M\i. 6\uora.n, élève au lycée de Rouen, 
2*' par M. Armet, élève au lycée SalDt-Louis. 



Soit X = -^^ [Cn,i — 3t!n,3 + 3"Gn,5 . . •]• 

Si Von fait n = i , 2, 3, . . .; /e* valeurs de x sont 4- i , — i , 
ou zéi'o. (Catalan,) 

1^ On sait que 
sin ny = sin y[Cn,i cos»»-* y - C„,2 cos'^^y sia» y H- . . .]. 

Prenons!/ = —, nous aurons 

3 

2n7u 
2 sm — 

d'où X = 7= — • 

v/3 

Pour n = fil3, on a a? = o; 

pour n = ttt3 ±1 on a ce = dr i 

La propriété est ainsi démontrée. 

2^ Les identités : 

(i -h y)»* 3 I + Cn,lî/ -4- C,^2!/* + C„,3Î/» + . . . 

(l - y)** = I - Gn,iy + (în,22/' - Cn,3y' + • . • 

donnent 

(I 4. y,n _ (, _ y)n ^ ^^(Cn,! - Gn,3l/' ^ Gn^S^' "...). 

En remplaçant par y par i v^3, on a 
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G-^TT-a- 



2 



T^-1 



tv/3 



(co8-4-tsin -) — fcos— — tsm-j sinn — 

2 

Sous cette forme, on voit que x prend les valeurs o, + i, 
— I , selon que Ton donne à n des valeurs de la forme 6m ou 
6wn- 3 ; 6m -f- I ou 6m + 2 ; 6m — i ou 6m — 2. 



QUESTION 275 

Solution • 



TJn arc qiielœnque MN, pris sur une hyperbole équilatère est vu, 
de deux points A, A' diamétralement opposés sur la cowbe, sous le 
même angle. 
En déduire le théorème suivant, facile à vérifier directement : 
Soient A, A' deux points diamétralement opposés sur une hyper- 
bole équilatère H. Les circonférences passant par M, tangentielle- 
m£nt à H, et respectivement par les points A, A' sont égales. 

(G. L.) 

Prenons pour axes de coordonnées les asymptotes de Thyper- 
bole considérée. L'équation de cette courbe est alors 

xy = m*. 
En désignant par (x' y'), {x\ y"), (x"\ y") les coordonnées 
respectives des points A, M, N, on a 

a y = m% x"y" = m* ; 

y' - y" - wi' 

et, par suite, S — ^ = —j-, • 

X —X XX 

De même, ^ i^ _ 



x' - x'" x'x'" 



X — X 



On a donc fg{AM, AN) = mV —^ ^,^^.^,„ 

D'après cela, la valeur de tg(A'M, A'N) est égale à la précé- 
dente (au signe près). Les angles NAM, NA'M sont égaux, si 



JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 313 

les points A, A' sont, Tun el Tautre, situés sur Tare MN; ou, 
l'un et Tautre, extérieurs à cet arc. Ils sont supplémei taires, 
dans l'autre hypothèse. 

En supposant que les points M, N viennent à coïncider^ 
on a d'ailleurs le corollaire énoncé dans la seconde partie. 

Nota. — MM. Brocard et Leînekufcel nous ont envoyé des démonstra- 
tions géométriques de cette proposition, empruntée à une des générations 
classiques de Tbyperbole équilatère. 



QUESTION 261 

Solution par M. Leinekugbl. 



Soit une circonférence A; on prend dans le cercle un diamètre 
fixe AB. Par un point M, mobile sur A, on trace une droite rencon- 
trant AB en P, et telle que PMB soit un triangle isoscèle. 1^ Lieu du 
centre o) du cercle circonscrit à ce triangle; 2® lieu du pôle cfe FM ; 
5® enveloppe de cette droite, (G. L.) 

1® Le lieu est défini par les équations : 

X = r cos (p, 

(p désignant l'angle MOB et r le rayon du cercle. L'élimination 
de f est immédiate, en appliquant la formule 



cos <p = 






et Ton a x{x* -t- y*) = r'(a.* — y*). 

C'est l'équation d'une strophoïde droite, dont le point double 
est en o, le sommet en B; l'asymptote est la tangente au cercle 
en A. 

Remarque. — Ce résultat peut se démontrer par des consi- 
dérations géométriques. Le triangle wBo' (*) est isoscële, car la 
droite BM est perpendiculaire à wo'; de plus cette droite est 
bissectrice de l'angle wBo', car cuB = wM. On a donc 

(*) La lettre (o, oubliée sur la figure, est à Tintersection des lignes oo\ Bc. 
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par suite, o'wB = wo'B. 

Mais coo) = o'wB, con) = woB; 

donc ccdo = coo), puis co = cw. 

2® Le point p est à rinterseetion des droites qui correspon- 
dent aux équations 

X cos 9 4- î/ sin (p — ^ = 0, 

î/ = - ûctg-î-- 

2 

On voit immédiatememt, d'après ces formules, qui définis- 




sent un point du lieu, que la courbe, lieu de ce point, est uni- 
cursale. 

L'élimination de 9 donne 

(p) x(x^ - 3y^} = r{x^ H- t/*) ; 

équation d'une cubique admettant trois asymptotes réelles, 
équidistantes de Torigine, formant un triangle équilatéral et 
représentées par les équations 

3a; H- r = 0, x ± \/3y = t ^, 
De plus, cette cubique admet trois axes de symétrie. Elle est 
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tangente au cercle A, aux trois sommets du triangle équi- 
latéral inscrit dont B est Tun des sommets. 

3® L'enveloppe de PM est la polaire réciproque de la courbe 
(p) par rapport au cercle A. Gomme cette courbe est de qua- 
trième classe, puisqu'elle admet un point double à Torigine, 
Tenveloppe de PM sera une quaYtique tangente, en A, aux trois 
mêmes points que p. De plus, comme la cubique a trois points 
d'inflexion à Tinfini sur les asymptotes, la quarlique admettra 
trois points de rebroussement situés sur les perpendiculaires 
menées, du point o, aux trois asymptotes de p. Gomme ces 

asymptotes sont situées a égale distance [ -] de o, les trois 

points de rebroussement seront équidistants de o et à la dis- 
tance 3r. De Torigine o, on ne peut mener aucune tangente 
réelle à (p), la quartique n'aura pas de directions asymp- 
totiques réelles. Gherchons l'équation de cette courbe. La 
droite PM a pour équation 

(j/ — r sin cp) tg - = a: — r cos 9. 

m 

Posons tg - = /, 

l'équation devient 

i^y — t'^(x + 3r) -h ^y — (o; — r) = o. 

L'enveloppe de la droite correspondante est une quartique 
unicursale de troisième classe, dont l'équation est 
4y*[y» + (5cc — 3r)(x - 3r)] = [x - r){x -h 3r)[3y« - (o? + 3r)«]. 

On peut vérifier que la courbe correspondante est Vhypocy- 
clo'ide à trois rebrotMsements (*). 

(*) Sur cette courbe, voyez les notes bibliographiques données : Jour- 
nal 1884, p. 169. 

A ces indications, on peut ajouter les suivantes : 

10 Un article de Glebsch, Journal de CreUCy t. 64, où se trouve une Note 
concernant le Mémoire de Gremona, qui est relatif à Thypocy cloïde à trois 
rebroussements. 

Cet article est cité à la p. 339 du t. II des Leçons sur la Géométrie^ par 
Alfred Glebscb, recueillies et complétées par F. Lindemann, traduites par 
par A. Benoist. ( Gauthier- Villars, 1880). 

2» Une lettre de M. Hadamard. Journal 1884, ç. 226. 

3« One Étude Géométrique de M. Garmelo Intrigila, publié dans le Jour- 
nal de Battaglini (1885, p. 263, 284). 

4* Un article de M. Gésaro sur la droite de Sirnsorif dans les Nouvelles 
Annales 1887, p. 257 . G. L. 
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En observant que Tare BM' est le double de Tare BM, on 
voit d'ailleurs que, par une propriété connue, MM' enveloppe 
la courbe citée. 

Nota. — Solutions diverses par M. Gaffre, maître répétiteur au collège 
d'Argentan ; Ë. Baudran, élève au lycée de Rouen ; P. Svéchnicoff, pro- 
fesseur au Gymnase de Troïtzk (Russie); Vazou, professeur au collège de 
Saulieu; Félix Ziegel, élève au lycée Condorcet; A. Gurvat, élève au lycée 
de Nancy ; H. Brocard. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



324. — Sur trois coniques bi-tangentes à deux cercles 
donnés, de manière que les centres de ces cercles ne se trou- 
vent pas sur le même axe, deux au moins sont semblables 
entre elles. (A. Tissot.) 

325. — Appelons calotte la surface obtenue en coupant uno 
surface convexe en un point M par un plan parallèle et suffi- 
samment rapproché du plan tangent en M. La différence entre 
Taire de la calotte, et Taire de sa base est du second ordre par 
rapport à Tune ou Tautre de ces aires. Mais il y a un point (G) 
sur la normale à la surface au point M tel que, en le prenant 
pour centre de perspective, Taire de la projection conique de la 
calotte sur le plan tangent en M ne diffère de la calotte que 
d'un infiniment petit du troisième ordre. Le conjugué harmo- 
nique de M par rapport aux centres de courbure principaux 
se trouve au quart de la droite qui joint le point M au centre 
de perspective G. (Pellet,) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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APPLICATION DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES 

A LA RECHERCHE d'iDENTITÉS ALGÉBRIQUES 
Par M. «iean Maseart. 



Considérons le développement de e* en série : 



c* = I + - 



X fic' x^ «;'*+* X* 



I 1.2 1.2.3 (n — i)l n! 

-h -^ TT + 



M 

et posons /"« = i -♦- — + ^ ^ ... . ^^ ^ 



(n + i)! (71 -h 2)! 

X X* a;* 

- H ... H 

i 1.2 ni 

Puis, considérons la fonction : 

_ e' - /•«* _ 2. 

*^" ■" x*» "ni 
r X as* a-p 1 

X I H h , 7} ^ . . . + 7 r ; ... 

L n 4- i (n-hi)(n + 2) (n+ 1) ... (n + p) J 

et cherchons la dérivée d'ordre p de yn> 
On a 

dfn _ X X* a?""* ^ _ ^ a;""^ 

dx I 1.2 (n — 2)! ' (n— i)! 

dx* I 1.2 (n — a— )! ' 



> 



(te""* I 

Toutes les dérivées suivantes sont nulles. On a d'ailleurs, 
quel que soit rentier positif A, 

d V _ «. 
(te* "~ 
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Enfin, on observera que : 

af^ _ — n 
dx ~" aî**+* 

a:" , .. nin -h i) ... (n -+- /i — i) 

Cela posé, écrivons 

y, = [e« _/•„]. i- 

et appliquons à y^ la formule de Leibniz. 

Les dérivées du polynôme /*„ étant nulles pour p>n, on est 
conduit à considérer trois cas, suivant l'ordre de dérivation. 

/" Cas. p < n — 1 . 



dx 
et, par suite. 



On a ^\ /"^ = e-- /•.-,; 



dpyn ^ d;^[e^ - fn] 1 ^ /PA *:::![£iiiAJ 

dxP dxP 'a:« '*' ^^^ dx^-» dœP 



dP— ... 



dpj- 



d'où 

dxP (w— p!)L n— pH-i (n— p M)(n— P4-2) * J x" 
g;*^+^ r a? a?* 1 i 

^*^(n— p+i)!L n— p-h2 (n— pH-2)(n— p-*-3) "j*af*+* 
^5»*— p+* r X ce* n I 

+«(«+0(5)(;;z^:;:;)i['+;;i^+(„_p+3(„_p+4)+-J-^ 



^ +2 



[ ag «^ 1 I 

n— p+p-hi (n— p-hp— i)(n— p+p+2 **jâ**+» 
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^ ' ^ ' \ r '^^'(n— 2)!L n-i (n— i)n J x"**^ 
-h(-l)i-*n(n-hi)...(n+p-2)(p£i)^-jj— jy 

L n n(nrf-i) J au^+p-* ^ / ^ / \ x- /x^/^j 

[ n-M (rn-i)(rn-2) " J x*+p 
D'autre part, en calculant directement la dérivée de la série 
qui représente y«, on a 

dPyn ^ JL 
dxP n! 

L(n+i)...(n+p) (n+i)...(n+p+i) '" (n+i)...(fi+p+a) "J* 
On remarque alors qu'il existe, dans le premier dévelop- 
pement, des termes en — » — ^ . . . qui ne se trouvent pas dans 

le second, et dont les coefficients doivent être nuls. 

En identifiant les deux développements, on obtient la rela- 
tion suivante : 

(pour A < p— î) 

n(n-M)...(«+&-i)(?)^-;j^^p 



P 

»'P I = : — - — n- 



+(_,)P„(n+,)...(„+p-,)L'._i_=o, 

égalité obtenue en exprimant que le coefficient du terme en — ^^ 

est nul. 
Cette relation subsiste pour A = o et devient 

/* I P I / p(p— 

(2) w""^ ;^ 77"+" ^(^"^'^ 



{n''p)\ i(n— p+i)! 1.2 (n— j3H-2)I 



• • • 



• • • 
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1 

En donnant à A la valeur jt>, on exprime que les termes con- 



.•. 4- (— i)Pn(n -h i)...(n + p — — = ^• 



stants sont les mêmes et Ton a : 

n(n+ i)...(nH-p-i)(Ç)^-jj-^ 

n! I (nn-i)! ' 1.2 

v^ ) (nio)\ ' ' • "^(" ')^'*('* -+- I). . .(n -+- p - I, 

(3) y(- ,)p/(»*+2)! 

' pi -(n + p)!"^--- 

...4- (— i)'n(n-i- i)...(n-hp — 1) 



n-t-p)! 



(n -h ]}) 1 

Enfin» en égalant les coefficients des lermes en x"', ce qui 
conduit à donner à A la valeur p 4- a, on a 



ln(n + i)...(n4-p~ i)(î) 



I 



(n H- a 4- p)l 



= -. rr- — n-, 4- n(n4- i) 

(n 4- a)! I (n+ a4- i)! ^ 

^P jPILZL:] 1L_^^ ^...+(«,)yn4-î) 

m Vf- i)P / '-^ (n4-a4-2)! ^ ^ ^ 

P-o ...(n4-3-i)^^^^^ ,. *^ 

' ^ ^ ^ pi (n4-a+fj)! 



. . . 4-(— i)^n(n4- 1). . . (n4-p— i) 



I 



(n4-x4-p)î 
(a 4- p)! 



a!(n 4- a 4- /))! 



Deuxième cas. p = n 



Toutes les formules que l'on peut obtenir dans cette hypo- 
thèse rentrent, comme cas limite, dans le précédent. Elles 
peuvent s'écrire sous les deux formes, 
i® pour o < A < p — I : 
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I w' t nHn*-- i) I 



h\ I (A4- 1)1 1.2 h{ -h 3)1 

n*[n^ - i),..[n«--(p- i)«] i 

p! '(A+P)! 

2<* pour A = p 4- a» a > o : 



...-4-(- I)* 



4-... = o; 



I 



TTTTi +— +(— If Ti • 



(n4-a)! (n4-a4-i)l " ^ ' p! (tn-a4-p)l 

n«(n« - i)...[n« - (n - i)'] i _ (a 4- n)l 

n! (2n4-a)l "" al(2n 4- a)l 

On doit rappeler pourtant que» dans ce cas, en écrivant: 

''" a:" a?* ' 
M. Hermite trouve : -7-^ = - — r— ^ ; 

ir et ^1 désignant deux polynômes entiers en a?, à coefficients 
entiers. On voit aisément, en particulier^ que : 
' ic = oî" — naf^^ 4- n{n 4- !)«**"*. . . 4- (— i)Pn(n 4- i) 
...(n 4- p — i(«'»"P...4-(— i)"n(n 4- i)...(2n— i). 
Par suite : 

^ -^Lt . (n4-i)...2 ^ . (n4-a)...(a4-l )_ ] 

2n!L 2n 4- i (2n4-i)...(2rH-a) J 

Le second membre tend vers o, quand n croit indéfiniment. 
On en conclut que, si x est entier, e" est incommensurable; 

Car, si l'on avait e* = j ; en prenant n suffisamment grand 
pour que le second membre fût inférieur à -r. 

ne serait pas entier; ce qui est contraire à la détermination 
des polynômes tz et tz^ lesquels sont évidemment entiers, pour 
une valeur entière de x. 

On conclut de là que si x est commensurable, e* ne l'est 
pas. 

Troisième cas. p > n. 



On peut écrire, dans ce cas : 

d^yn_ ^^^ ^^^^ ^^ ^ 

(te** L*^i^i.î^"*J x^ '\iJ\' ^ i^ i .2 J x*+* 
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-f-nm-Hi) I H — ) »-... I- --754- • . . 

1.2 L I 1.2 J 0?"+* 

...+(-i)i'-^(n+i)...(n+p-n- !)(?_)[£ +^+^...J.^ 



œ* 



. . . + (-O'-'+Mw + I) . . . (p + A - i}(f_^,) jr^ 



kl 

[X X* Il 

' "^Fm"^ (*+.)(*+ 2) "^ • • • J '^^^ • •• 

...+(- O^nCn + i)...{n + p- i)(^)— 

r p+r x^ 1 af^P 

L X {p4-l)(p+2) J I 

L'identification des termes en — t — r ... œ* donne, dans 
ce cas, 

(r) ,_n^.i4-n(w+i)(?)i ..+(-i)Mw+i...(n+p-i)(Ç)^ 

II 21 p* 

.. ,+(-1)^^+1).. .(n+p-i)(J);^ =0, 

f ' 

pour A < n — i , 

. . .4-(- i)Mn+i). . .(n+p- i)(J)^-5^^ 

et les formules (3) et (4) obtenues dans le premier cas. 

On peut observer que les termes en -^^ conduisent à la 
relation : 

2 (- i)Mn + i) . . . [n + p - 1 + A] (£) • ^, = o. 



JOURNAL DK MATHÉMÀTIQUIS SPÉCIALES 223 



Résuitats. 

En résumé, si Ton rapproche les égalités (1), (2), (3), (4), 
(1'), (2^), obtenues dans les différents cas, on a ce résultat 
général : 

n(n4-i)...(n4-p-i)— ^-^3— ^ ^^— ^ 

Vf— i)P/ *' ^ (A-i-i)I 1.2 (A-4-2)I 

p.o ) + (- i)P n(rn- i) ... (n -hp - i) (f) ("4:^ 

A satisfaisant aux deux inégalités : 

À > o, 
(n-p) < A <p - I, 

quels que soient les entiers positifs net p. 
De même 

I 



• • 



nin-h i)...(n-h p- i)(J) 



(n-#-a4- p)l 



VC— i^p/ (^-*-*)I I (n-Ht4-i)! '1.2 (nr|-a-h2)l 

-h(-i)^n(n-hi)...(n-t-p-i)-;^ i — r-,= ,, ^^ ,, 

et cela pour a > o, quels que soient n et j). 

Enfin, si Ton a j9 > n, on peut indiquer la relation 
supplémentaire du troisième cas : 

2 (- i)*n(n-h i)...(n + p - I +A)(X)i^ = o; 
pour G < p < p — n. 
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EXERCICE ECRIT 



48. — Des hyperboles équilatères F passent par l'origine, 
tangentiellement à Ox, et leurs centres sont situés sur une 
droite A perpendiculaire à Ox. 

\^ Trouver Tenvoloppe des courbes F; cette enveloppe est 
une quarlique U; 

2^ Démontrer que chaque conique F touche la courbe U en 
deux points P, Q (autres que 0), tels que PQ est une droite 
perpendiculaire à Ox, et vue, du point 0, sous un angle droit. 

Note sur l'exercice 47. 

Soit a Tangle aigu formé par la tangente en U avec le rayon vecteur FM ; 

posons 

A'M'A = e, FMF' = e'. 

On a, par application de la propriété fondamentale de la tangente ï 

Tellipse, 

L'hypothèse donne 28 — 6' = 7t. 

De ces égalités, on tire 
(1) a + = Tc. 

Gela posé, en appelant y\ y^ les ordonnées des points M, M', des for- 
mules connues (G. A. p. 422 et p. 434) donnent 

2a6* 6» 

Des relations (1), (2), on tire 

(3) cy" = 2ay'. 

La solution, après avoir établi cette égalité, n'offre plus aucune 
difficulté. 

Soient x^ , y, les coordonnées du pôle de MM'. L'équation qui donne les 
ordonnées des points M, M' est : 

Si Ton considère une équation du second degré : 

Aj»* -h B* -h G = o, 
dont les racines ont un rapport donné K, on a 

AG_ K 

Dans la question traitée, nous avons 

2a 



I 
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et réquatîon du lieu cherclié est, par suite, 

*'(l+9 ('-3(*«+<')'=8<^*- 

La courbe correspondante est une quartique symétrique par rapport 
aux deux axes, ayant un point double isolé, à rorigine, et un second 
point double isolé, à Tinfini, sur Oy. La forme de cette courbe s'obtient 
facilement en observant que son équation peut s'écrire : 

r a(2a— c)"] [a{2a — c) 1 6* , , 

L 2a -h c J L 20 -h c a* ^ ' 



QUESTIONS D'EXAMENS 



1. — La suite deFourier jouit-elle des propriétés de la suite de 
Sturm, quand l'équation f(x) = o a toutes ses racines réelles? 

La suite de Fourier est : 

(F) f,f\f'.'.^f^"'l 

Les deux premiers termes sont les mêmes que dans la suite de Sturm; 
le dernier est une constante. Il suffit donc de vérifier les deux propriétés 
suivantes : 

4* Deux termes consécutifs ne peuvent pas s'annuler; 

^ Quand un terme i^P^ de la suite 

r, f', ...f('»-i) 

i'évanouit, les termes f(P~*\ i^P^^^ prennentypour cette valeur de x, des valeurs 
de signes contraires, 
!• Si, pour 0? = a, on avait 

Téquation 

Ha 4- X) = /(a) -h Xr(a) -h . . . + -^rW = o, 

aurait une lacune constituée par deux termes consécutifs ; elle aurait donc 
des racines imaginaires, ce qui ne peut avoir lieu si, comme nous le 
supposons, f[x) = a toutes ses racines réelles. 
2« Considérons le tableau suivant : 

^(P-*) ... A B 

^(P) a 

/(P+i) A' B' 

dans lequel nous avons mis en évidence : 1** deux racines consécutives A, B 
de f 'P""*^ = o ; 2» la racine a de f^P^ = o, comprise entre A et B ; 3« enfin, 
les deux racines consécutives de /■^p+*^ = o qui comprennent a. 

Si / (P-i) est positif après le passage de x par la valeur A, f^P-^^ restera 
positif entre A et B ; et, comme cette fonction s'annule pour x = B, elle 
est cro ssante de x=z A à x = ol; décroissante, do a; = a à a; = B. Sa 
dérivée f^P^ est donc positive, dans le premier cas; négative, dans le 
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second; en résumé, elle esidécroisnante. La fonction /(p*^^^, dérivée de /^^ 
est donc négative pour x = ol. Ainsi, on a 

/^P-*) (a) > o et p+* (a) < o, 
ce qui établit la propriété en question. 

On peut donc appliquer le théorème de Sturm à la suite do Fourier. Il 
faut observer pourtant qu^en faisant cette application on doit tenir 
compte d'un fait particulier à la suite de Fourier. 

Lorsque Téquation / (o;) = o a des racines multiples, la perte des varia- 
tions, dans la suite de Sturm, donne seulement le nombre des racines 
réelles , abstraction faite de leur degré de multiplicité. Au contraire, dans 
cette même hypothèse, si Ton fait usage de la suite de Fourier, le nombre 
des variations perdues entre a, p donne le nombre des racines, en tenant 
compte de leur multiplicité. Ainsi, les racines comprises entre a et ^ 
étant: a avec la multiplicité 2, b avec la multiplicité 3; la suite de Sturm 
accusera une perte de deux variations; celle de Fourier indiquera 
cinq variations perdues. 

On sait en effet que le rapport -r passe du négatif au positif, q^iand x 

traverse une racine (multiple ou non) de l'équation f = o. 

En appliquant cette remarque aux p premiers termes de la suite de 
Fourier (si a est une racine de multiplicité p), on voit que le passage 
par o; = a fait perdre p variations à la suite. 

2. — Trouver directement une relation entre C& et G5r*. En 
déduire la valeur de QSn* 

Imaginons le tableau G^^. Un terme de ce tableau renferme p — i 
lettres. Ajoutons à 0, successivement, les m— p+ 1 lettres qui n'y entrent 
pas. Nous formons ainsi un tableau de (m — p + i) G^^^ termes, consti- 
tuant des combinaisons de m lettres php. Mais il faut observer que chaque 
terme, aïO]. ..a^, par exemple, a été, delà sorte, formé p/bts: une première 

fois, quand on a prisa,.... Op dans G^"^ pour y ajouter a^; une deuxième 
fois quand on a pris ai 03... a^ pour y ajoutera,; eto^ 



Ainsi C5. = '"-^+' ers etc. 

P 

Nota, — La recherche directe de la formule des combinaisons se fait 
habituellement en établissant la relation entre les nombres^Gj^, CS^\ la 
méthode précédente est peut-être un peu plus simple. 

3. — Construire la courbe T qui correspond à l'équation 



y = ± v/x(x— i) ± 



I 



v/x(x+ i). 



On peut, pour faciliter cette construction, tracer d'abord les courbes 
qui correspondent aux équations 



I 



y,=::^ylx(x-i) » y. =3= 



\/a?(a?4- i). 



I 
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On a, alors, * y = ± y, ± y,. 

La figure ci-jointe, dans laquelle les courbes auxiliaires sont repré- 
sentées en trait ponctué, le trait plein correspondant à la courbe F, 
montre comment on a utilisé les courbes auxiliaires pour déterminer la 
forme générale de F. 
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Nous ne pouvons mieux faire, pour donner au lecteuF un aperçu do 
l'ouvrage que vient d'écrire M. Emile Picard, que de reproduire, avec 
l'introduction, si claire, quMl a placée en tête du volume qui vient de 
paraître, la table des matières qui l'accompagne. 

Les autres volumes qui sont en préparation, traiteront, comme l'annonce 
M. Picard, des équations différentielles et des équations aux dérivées 
partielles. C'est le point le plus délicat et le plus intéressant de l'Analyse. 
On peut être assuré qu'il sera traité comme il mérite de Têtre. 

G. L. 

En publiant ce Traité d'Analyse, j'ai pour but principal de développer 
la partie de mon cours de la Faculté des Sciences relative à la théorie des 
équations différentielles. Cet ouvrage sera donc surtout un traité général 
sur la théorie des équations différentielles à une ou plusieurs variables. 
Je n^ai cependant pas cru devoir adopter ce dernier titre, et cela pour 
deux raisons. 

D'abord, quelques-uns de mes auditeurs ayant bien voulu exprimer le 
regret qu'une partie de mon Cours lithographie de 1886-1887 ne fût pas 
reproduite, je me suis décidé à publier un volume préliminaire commen- 
çant par les parties les plus élémentaires du Calcul intégral. De cette fa- 
çon, je ne suppose chez le lecteur aucune autre connaissance que les 
éléments du Calcul difiérentiel aujourd'hui classiques dans les Cours de 
Mathématiques spéciales. 

Un autre motif, d'un caractère tout scientifique, m'engageait encore à 
garder le titre un peu vague de Traité d'Analyse : c'est que la théorie des 
équations diSérentielles est intimement liée à plus d'une autre théorie 
qu'il nous faudra approfondir. Pour ne citer qu'un exemple, l'étude préli- 
minaire des fonctions algébriques est indispensable, quand on veut s'oc- 
cuper de certaines classes d'équations différentielles. Nous ne nous 
bornerons donc pas strictement à l'étude des équations différentielles ; nous 
rayonnerons autour de ce centre. 

Je ne me dissimule pas les difficultés de la tâche que j'entreprends. 
L'activité de la pensée mathématique est aujourd'hui telle qu'il est peut* 
être téméraire de chercher à esquisser, sur un sujet si vaste, l'état actuel 
de la science. Le portrait, à le supposer ressemblant, est destiné, dans 
quelques parties, à vieillir assez vite. Mais peu importe si l'on se propose 
seulement d'être utile, en servant de guide à ceux qui désirent se mettre 
au courant de l'Analyse moderne et craignent de s'égarer seuls dans la 
multiplicité des Mémoires remplissant les journaux scientifiques. 

Le présent volume est le volume préliminaire dont je parlais plus 
haut. Dans la première partie, j'expose les éléments du Calcul intégral, 
en insistant sur les notions d'intégrale curviligne et d'intégrale de sur- 
face, qui jouent un rôle si important en Physique mathématique. La se- 
conde partie traite d'abord de quelques applications de ces notions 
générales; au lieu de prendre des exemples sans intérêt, j'ai préféré déve- 
lopper la théorie de l'équation de Laplace et les propriétés fondamentales 
du potentiel. On y trouvera ensuite l'étude de quelques développements 
en séries, particulièrement des séries trigonométriques. La troisième 
partie est consacrée aux applications géométriques du Calcul infinitési- 
mal; elle est, avec quelques additions, la reproduction de mon Cours 
lithographie. 

Un ami dévoué, M. Georges Simart, a été pour moi un précieux colla- 
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borateur. Il a bien voulu, avant Timpression, revoir mon manuscrit; ses 
judicieux conseils m^ont permis d'améliorer en bien des points ma rédac- 
tion et de préciser ou de simplifier plus d^une démonstration. Je suis 
heureux de lui adresser ici Texpression de mon affectueuse reconnaissance, 
en môme temps que mes remerciements pour la peine qu'il a prise dans, 
la correction des épreuves. 

TABLE DBS MATIÈRES DU TOHE I*' 
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Chap. III. Intégrales curvilignes. Définition des intégrales curvilignes. Condition pour 
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viligne considérée comme fonction de sa limite supérieure. Exemples d'intégrales effec- 
tuées le long d'un contour fermé. Racines communes à deux équations. — Chap. iv. Des 
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du contour. Formules de Stokes. Racines communes à trois équations. — Chap. V. Des 
intégrcdes multiples. Définition et propriétés fondamentales des intégrales multiples. Cas 
où la fonction devient infinie ou indéterminée. Quelques formules relatives aux intégrales 
triples. 

II« PARTIE. — L'équation de Laplace et ses applications. Développements en 
séries. — Chap. VI. De l'équation de Laplace. Formule fondamentale. Enoncé du principe 
de Dirichlet. Problème de Dirichlet dans le cas d'une sphère. Sur une généralisation de 
l'intégrale de Gauss. Principe de Dirichlet pour une surface 'convexe. — Chap. VII. Attrac^ 
tion et potentiel. Définitions et premières propriétés du potentiel. Formule de Poisson. 
Propriétés caractéristiques du potentiel. Attraction d'un ellipsoïde. Attraction d'une couche 
superficielle. Théorème de M. Bertrand. Méthode de M. Robin pour la recherche d'une 
couche sans action sur un point intérieur. — Chap. VIII. Intégrations des séries. Séries 
entières. Des séries uniformément convergentes. Des séries ordonnées suivant les puis- 
sances entières et croissantes de la variable. — Chap. IX. Des séiHes trigonométrtques. 
Généi alités. Intégrale de Dirichlet. Série de Fourier. Ordre des coefficients. Sa convergence 
conforme. Sur les séries trigonométriques les plus générales. Théorème de M. Cantor. 
L'intégrale de Poisson. Représentation approchée des fonctions. — Chap. X. Séries mul- 
tiples. Généralités sur les séries multiples. Théorème de Cauchy. Quelques applications. 
Exemples de séries multiples où les entiers ne sont pas arbitraires. 

III* PARTIE.— Applications géométriques du Calcul infinitésimal. — Chap. XI. 
Théorie. des enveloppes. Surfaces réglées. Congruences et complexes. Théorie des enve- 
loppes. Surfaces developpables. Surfaces réglées. Congruences de droites. Généralités sur 
les complexes. Complexes linéaires. — Chap. XII. Théorie du contact. Courbure. Contact 
des courbes planes. Courbure des courbes planes. Développées et développantes. Contacts 
des courbes gauches. Conlact des courbes et des surfaces. Remarques sur les courbe 
gauches algébriques ; formules de cayley. Courbes dont les tangentes appartiennent à un 
complexe linéaire. — Chap. XIII. Courbure et torsion des courbes gauches. Formules fon- 
damentales. Courbure et torsion des courbes gauches. Centre de courbur'e Formules de 
Frenet. Quelques applications. Développées des courbes gauches. Hélices. Courbes sphé- 
riques. — Chap. XIV. Des courbes tracées sur une surface. De la courbure des courbes 
tracées sur une surface. Théorèmes d'Euler et de Meunier. Lignes de courbure. Propriétés 
et équations générales. Théorème de Joachlmsthal. Théorème de Du pin. Surface enve- 
loppe desphères. Cyclide de Dupin. Généralités sur les lignes asymptotiques. Quelques 
exemples Lignes asymptotiques de certaines surfaces r^lées. — Chap. XV. Surfaces 
applicables. Représentation conforme. Cartes géographigaei. Expression du carré de l'élé- 
ment d'arc sur une surface. Représentation conforme d'un plan sur un plan. Quelques 
exemples de représentation coniorme. Sur les substitutions linéaires. Carte d'une surface. 
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QUESTION 231 

isolation par M. G. Clapier, étudiant à la faculté des Sciences 

de Montpellier. 



Démontrer les relations combinatoires suivantes : 

"ft+ï " 2A4-1 *" ***"*'nft+i""(ft-i-i)(2A-M ...(dA+i) 
II. CSn H- G?^2G2 + Gî^Ci 4- . . . GJn = 4** (*)• 

III. —5 G}, + — ^ G^ . . . := (- l)J 



n + i n ^ n — i^ ^ (n+ i)GS 

IV. Si n ^5/ premier avec 6, on a Gj;;^4 = iïl (n* — n). 

(Catalan). 

I. — La relation connue (**), qui donne le développement 

de <P - ')' 

(a; — i)(a; — 2) ... (a; — p) 

en fractions simples, devient, quand on y change a? en a; -h i , 
etp — I en n, 

ni . .„i , , , Gi , V o G^ 



a;(a;— i). . .(a;— 7i) x ^ x — i ^ ' x—2 

En y changeant a? en — — , on a la relation L 

III. — Remplaçons GJ par sa valeur; puis chassons les 
dénominateurs, Texpression (III) devient, 
n(n— i)...(n—p+T)— (n+i)(n—i)...=(n— p+i)Gi4-...(—i)''i. 2... p; 
c'est un pol^môme du p^^ degré en n; il est nul pour les p -4- i 
nombres (— i, o, i, 2 . . . p — i); donc cette expression est 
vérifiée identiquement. En effet, pourn = g' — i (5^ étant un des 
nombres o, i, 2 . . . jo), j'obtiens comme résultat, 
(- lyClgiq- i) ... i(- i)P-^i.2 ... (p- j) -(-.i)P2 ...p; 

d'ailleurs G? = ''^ '"^ , ; 

1.2 ... g. 1.2 .. . (p— ç) 

substituant, on obtient un résultat nul. 

IV.- On a CA=: , "^''"'^ „ , (^. 

(n — 2)(n — 3) 

(*) Cette relation reste à démontrer. 
(••) C.M.S,% 527. 
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91 étant premier avec 6, n'admet point les facteurs premiers 

2 ou 3, c'est d'abord un nombre pair; les facteurs n — i, 

n — 2, n — 3 ne peuvent avoir le nombre 3 pour diviseur 

premier; les nombres n — i et n ~ 3 sont pairs; ils admettent 

une fois seulement le facteur 2, car 

n — 1 n — 3 n — I 
et = I 

2 2 2 

sont deux entiers consécutifs. Il résulte, de là, que la fraction 

n — I 



n 



2 



n — 3 

(„_2)__ 

est irréductible, puisque les quatre nombres n, n — i, n — 2, 
n — 3 ne peuvent avoir de facteurs premiers supérieurs à 3, 

et on doit avoir : 

^-_«> n(n — i) . - ,. . 

CS;:f4 = -^ (nombre entier). 

Donc CS^ est un multiple de • 



QUESTION 269 

Solution par M. Rezbau, conducteur des Ponts et Chaussées» 



On considère une conique H et un point fixe M. De M, comme 
centre, avec un rayon variable, on décrit un cercle F. Trouver le 
lieu des points de rencontre des tangentes communes à H, F. Ce lieu 
est une strophoïde obliqm. (G. L.) 

Prenons le point fixe comme origine; et, pour axes des coor- 
iîonnées, des parallèles aux axes de la conique donnée. 

L'équation de cette conique sera de la forme : 

(H) ax'^ + cy* + 2dx -h 2ey -h f = o, 

et celle d'un des cercles variables sera : 

(r) a;* + y* — r* = o. 

En exprimant que la droite correspondant kux-hvy-^w =o, 
est tangente aux courbes H et r, on obtient les conditions 
suivantes : 
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(cf — c*)u* + deuv + (a/"— d*)t?* — 2cduic; — aevw •¥- aew* = o. 

(u* -f- t7*)r* — ti7* = o. 

En éliminant ti, v, «7, entre ces relations et Téquation 

«a? + ry -h ti7 = o, 
on obtient l'équation du lieu des points de rencontre des tan- 
gentes communes à la conique et anx cercles variables. 

(Test 
(a?» + y*)(fl6« — cdi/)-t-(fex* + I/(a — c) — (d* — c»)]ajy — dej^* =o, 
équation d*une strophoïde oblique dont le point onble est à 
l'origine. 

L'équation aex — cdy = o, donne la direction asymptotique 
réelle; cette direction s'obtient en joignant l'origine au centre 
de H. 

Si H est uoe parabole, en prenant Oâ; parallèle à Taxe de la 
parabole, et en désignant par a, 6, les coordonnées de son 
sommet et par p son demi-paramètre, elle est représentée par : 

t/* — 2/) — byx + 2ap H- 6* — G. 

L'équation de la strophoïde lieu des points cherchés, est 
y(x* -h y*) -h bx* — (2a + p)opy — by* = o. 

L'asymptote (y = — 6) est symétrique, par rapport à ox^ de 
l'axe de la parabole. 

Nota. — Solution analogue par M. Leinekugel qui rapproche, avec rai- 
son, la question proposée de celle qui a été donnée au Concours général 
de 1889. 



QUESTION 262 

Solation par M. F. Zibgel, élève au Lycée Gondorcet 

(Institution Springer.) 



/<> On donney dans un plan, une circonférence F de centre 0, et 
deux points quelconques A, B. Par le point A, on mène une 
sécante variable qui coupe V en deux points G, D; on fait passtT 
une circonférence A par les points C,I) et B, On demande le lieu 
du centre A. 

Dans le cas particulier où le point B est sur la polaire de A par 
rapport à F, montrer que le lieu passe par le milieu de OB. 
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2^ On donne, dans un plan, une conique T et deux points quel- 
conques A, B. Par les points A, B passent une infinité de 
conique A homothétiques à T. On demande le lieu des centres de A. 

3^ Déterminer une conique passant par trois points donnés et 
homothétiques à une conique donnée. 

4^ On peut généraliser ainsi le problème 1 : on donne, dans un 
plan, une conique F, et deux points quelconques A, B. Par le 
point A, on mène une sécante variable qui coupe F en deux points 
G, D; on fait passer une coniqite A homothétique à F, par les points 
G, D et B. On demande le lieu du centre de A. 

5® Enfin, voici le problème dans toute sa généralité: on donne, 
dans un plan, une conique F, deuœ points P, Q sur cette conique^ 
et deux points quelconques A, B. Par le point A, on mène une 
sécante variable qui coupe F en deux points G, Dj; on fait passer 
une ccmique A par les points G, D e/ P, Q, B. On demande le lieu du 
centre de A. (B. Malloizel.) 

Traitons seulement le problème général. Soit AGD une 
position de la droite mobile passant parle point Â. Gonsidé- 
rons les coniques sui- 
vantes : 

La conique F ; la coni- 
que PQBCD; les droites 
PQ et GD. 

Gomme ces trois coni- 
ques passent par les 
mêmes quatre points P, Q, G, D, elles déterminent, sur la 
droite AB, trois segments en involution. 

Deux de ces segments sont fixes et indopendants de la 
position de GD. Ce sont TA et RS. 

Le troisième a une extrémité fixe B. Donc Tautre extrémité 
est fixe. Soit B' cette extrémité que Ton détermine. Par 
conséquent, les coniques de Fénoncé passent par les quatre 
points fixes P, Q, B, B^ Donc le lieu des centres est une conique. 
Le point B' étant construit, on connaît neuf points de cette 
conique. 

Le lieu du pôle d'une droite fixe serait aussi, pour des 
raisons connues, une conique. On peut d'ailleurs, par un 
raisonnement basé sur celui qui nous a servi à traiter le cas 
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général, démontrer les cas particuliers proposés dans l'énoncé 
reproduit plus haut. 

Nota. — Nous avons reçu des solutions analytiques de cette question 
de M. Vazou, professeur au coUège de Saulieu et de M. Svéchnicoff, 
professeur au Gymnase de Troitzk (Russie). 



QUESTION 203 

liolution par M. G. Leinekugel. 



On considère un cercle A de centre et deux diamètres rectan- 
gulaires A A', BB' y puis on imagirœ des paraboles P tangentes à A 
et passant par les points donnés B,B\ Le réseau des paraboles P 
est doublement infini et peut se séparer en deux réseaux; Vun 
constitué par des paraboles P' dont les axes passent constamment 
par le milieu de OA ; l'autre par des paraboles V dont les aoces 
coupent OA' en son point milieu. 

On considère Vun de ces réseaux V : 

4^ Lieu décrit par V extrémité I du diamètre qui passe par 0. Ce 
lieu est le cercle décrit sur OA comme diamètre. 

2® Démontrer que la longueur 01 représente le double du péri- 
mètre de la parabole corf^espondante. 

5® Trouver le lieu des sommets décrits par P". 

Ce lieu est une cubique circulaire unicursale. 

4^ Déduire^ de ce lieu, et de la remarque faite au%%le lieu des 
foyers. 

Ce lieu est encore une cubique circulaire unicursale, 

5^ On propose enfin de construire ces cubiques points par points 
et tangentes par tangentes en appliquant y pour celles-ci, le principe 
des transversales réciproque. (G. L.) 

1^ Les équations du cercle A et d'une tangente à ce cercle 
sont: 
(A) œ" 4- y* — r* = G, 

X cos <p -*- y sin 9 — r = G. 
L'équation d'une parabole passant parB, B'et tangente à A 
s'obtiendra en exprimant que l'équation : 

Ixlx cos 9 + y sin <p — r] + a?* -f- y* -t- r" = gj 
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représente une parabole ; la condition est 

X" sin' <p — 4X cos cp — 4 = G ; 

2 
d'oli X = -:-— [cos 9 ± l], 

sin» <p 

On a donc deux réseaux, représentés respectivement par ; 

(P') [ysincf— x{i — COS9)]* — r[r sin*^ — 2a;(i —cosç)] =0, 

(P') [y sin(p ■+-«( i 4- C099)]* — r]{r sin*<p + 2x{ i +cos 9)]= o, 

L'axe de P' a pour équation : 

celui de P': y = — cotg- (x — j- 

D'après cela, les axes des paraboles P', P" sont rectangu- 
laires et passent respectivement parles milieux des rayons OA, 
OA'. On voit que le lieu de leur point d'intersection est un 
cercle concentrique à A. 

Le lieu du point I s'obtiendra en éliminant 9 entre les 

équations : 

y sin 9 4- x{i H- cos 9) = o, 

r(i — cos 9) + 20? =: o. 
On trouve ainsi 

aï* -h j/* -H raj = o. 

Cette équation représente la circonférence décrite sur OA 
comme diamètre. 

On pouvait prévoir, par des considérations géométriques, ce 
résultat. 

Les directions des axes sont les bissectrices des angles 
formés par les droites A A', OM (M désignant le point de 
contact); car ces droites sont perpendiculaires aux bissectrices 
des angles formés par les droites BB', MT. De là, il résulte 
que le diamètre de P'', qui passe par 0, est perpendiculaire 
à AM comme étant bissectrice de l'angle AOM dans un triangle 
isoscèle; le lieu du pied I de cette perpendiculaire est donc la 
circonférence décrite sur OA comme diamètre. 

2* Le demi-paramètre de la parabole P' est 

A^ C^^ ^ sin 9 (i H- cos 9) r . 9 
p= j= jD = r ^ 1^, =-8mf ; 



(A -4- G) > (Ah- C)^ [2( I -t- cos 9)cos 9] ^ 



2 2 
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or 01 = r sin - * 

2 

donc 01 = 2p. 

3^ Le lieu des sommets de P' s'obtiendra eu éliminant 
entre 

[j/sin(p4-a:(i 4-cos9)]* — r[r sin* 9-4- 255(1 4-cos<p)] = o 



OU, entre 



r 
a? — - 



2 y 

r X , © 

- ~ H r tg* - 

2 0^2 

cos* - 

2 



L'élimination, qui est immédiate, donne, pour le lieu des 

sommets, 

r xT ^ ( r\y\ r V ri* 

En transportant l'origine au point double, on a 

r 

ou a;(ac» -4- y*) + - (6»* — y*) = o. 

4 
L'équation polaire est 

(1) ti = (ï — 7 COS* (o) = ~ COS 0). 

4 COS O) 4 COS (0 4 

4° Le lieu des foyers de P" se déduit de là en observant 
que si S, F sont le sommet, le foyer d'une parabole P', M étant 
le milieu de OA', on a 

MF =MS -— , 

2 

ou U = U COS <i), 

2 
D'après cela l'équation du lieu du foyer est 

(2) U = [l — 9 COS*a)] = — COS Cl). 

4 COS O) *• ^ ■* 4 COS (0 4 
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5® Les équations (1), (2) représentent des cubiques circu* 
laires unicursales, du genre strophoïdal. On sait comment 
(V. Supplément^ 2' édition, p. 116), on construit ces courbes 
par points et par tangentes, en appliquant, pour celles-ci, le 
principe des transversales réciproques. 

Nota, — Autre solution par M. Roux, élève au lycée de Grenoble. 



QUESTION 279 

Solution par M. H. Brocard. 



Soit H une hyperbole équilatère. Ayant pris deux points A, B, 
sur H, on trace le cercle A ayant AMB pour diamètre. Ce cercle 
coupe H en deux points C, D différents des points A, B. Sait I le 
point de concours des droites AD, BG; J, celui des droites AC, BD. 

Démontrer que IJ coupe les axes de H en deux points formant^ 
avec IJ, une division tsotomique. (G. L.) 

Observons que les cordes communes à une conique et à 
une circonférence sont également inclinées sur les axes de la 
conique. 

Ici, les asymptotes OX, OY forment des angles de 45** avec 
les axes de Thyperbole équilatère. 

L'angle ô de CD avec OY est donc égal à celui de AB avec 
OX, ou de OM avec OX ; donc CD est perpendiculaire à OM. 

Mais on a MC = MD; donc OM, perpendiculaire à CD, doit 
passer par le point 0, milieu de CD : en d'autres termes, la 
corde CD passe par le centre de l'hyperbole équilatère (voir 
N. A. M. 1879, p. 325, Note de M. Charvet.) 

Cela posé, considérons le triangle IBA, les hauteurs BD, 
AC, l'orthocentre J. 

Les circonférences décrites sur AB et IJ, comme diamètres, 
passent aux points C, D; et la droite allant du centre M de la 
première circonférence au milieu de CD, passe donc par 
le centre K de la seconde circonférence, c'est*à-dire par le 
milieu K de IJ. 
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Soient maintenant ON, OL les axes de Thyperbole équi- 

latère, c'est-à-dire 
ir par définition, les 

bissectrices de 
l'angle formé par 
les cordes AB et 
CD, ou AD et BG, 
ou par les asym- 
ptotes rectangu- 
laires OX, XY. 

Ces bissectrices 
forment un angle 
droit au point ; 
donc, en vertu 
d'une propriété 
connue, si l'un 
des segments KL, KN de l'hypoténuse du triangle rectangle 
NOL est égal à OK, il en sera de même de l'autre. 

Il reste donc à établir que le triangle OKL, par exemple, 
est isoscële. 

Or, par construction, KOL = 45** — 6. KL, troisième hauteur 
du triangle IBA, est perpendiculaire à BA; OL fait, avec AB, 
un angle égal à KOL 4- 0MB = 45** — 8 + 26 = 45^ + ô ; donc 
KLO = 90« - (45^ + ô) = 45« - e = KOL. 

Ainsi KL = KN, Kl = KJ et les points N, L, forment avec 
IJ une division isotomique. c. q. f. d. 

Nota, — MM. B. Sollbrtinsky, Leinekugbl, Sarpati nous ont aussi 
adressé des solutions géométriques de cette question. 




QUESTION 312 bis (*) 

llk>lalion et tHénéralisatioii par M. B. Sollbbtinskt. 



Proposons-nous la question suivante : 

Une droite d roule sur une courbe plane donnée U, et Vangle 
de cette droite^ avec un axe fixe D, est divisé harmoniquement 
parles droites S', 8'. 



(•) Voyez renoncé, p. 95. 
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/<> Si le rapport . \ ' = k 

^^ sin (8, D) 

eîï constant, 8, S' touchent les enveloppes respectives sur la nor- 
male correspondante de U. 

3^ Si la courbe donnée est une circonférence A, les droites 8, 8' 
enveloppent deux coniques de lexcentriciték, ayant, pour foyer 
commun le centre de A, et pour directrices correspondantes les 
parallèles à D, menées à distances égales au rayon de A divisé par k. 

Corollaires ; i^ Une droite D étant perpendiculaire à Vaxe d'une 
parabole, les symétriques de D, par rapport aux tangentes à la 
parabole y enveloppent un cercle ayant le foyer pour centre, 

2^ Si le sommet de V angle droit glisse sur une droite D en même 
temps que l'un de ses côtés roule sur une parabole P, dont Vaxe 
est perpendiculaire à D, Vautre côté de Vangle enveloppe la para- 
bote P' de même foyer. Les directrices de ces paraboles sont symé- 
triques par rapport à D. 

5® M étant un point d'une conique V, d'excentricité k, P sa 
projection sur une droite D, perpendiculaire à l'axe de F, te cercle 
décrit de M avec le rayon k.MP touche deux cercles fixes A, A', 
ayant les foyers de F pour centres et la droite D pour axe radi- 
cal. Si [L est le point de A correspondant à M, les tangentes en 
M, ^ se rencontrent en un point A de D; et la conjuguée harmo^ 
nique de AM, par rapport aux droites D, Afx, enveloppe une 
conique F'. 

1** Soient M, M^ deux points voisins de M^ A, A-^ les points 
où les tangentes MA, M^A^ rencontrent D ; N leur point d'in- 
tersection. Les quatre droites 8 se. coupent deux à deux sur 
les bissectrices de Tangle ANA^ ; savoir : les droites corres- 
pondantes (8 et 8j, 8' et l\) se coupent sur la bissectrice exlé- 
rieure, qui tend à coïncider avec la normale en M, lorsque M^ 
se rapproche indéfiniment de M. 

2® Soient G, G les points où la droite OM rencontre 8, S'; 
P, P' les projections de ces points sur D. On a, en grandeur 
et en signe : 

CM =-. GO 4- OM = fcCP, d'où GO=ft(GP-^); 

G'M r= G'O 4- OM = - A;GT', d'où GO = - fc (c'P' -4- ^\ • 
Les corollaires sont évidents. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



326. — Étant donnée une ellipse de foyers F et F', trouver 
le lieu décrit par un point P tel qu'en menant, de ce point, les 
tangentes à Tellipse ayant leurs points de contact en M M', les 
droites MF et M'F' se rencontrent sur Tellipse. Montrer que 
ce lieu se compose des deux directrices de Tellipse donnée et 
d'une ellipse. 

Le lieu du point 'de rencontre des droites MF' et M'F est 

aussi une ellipse. 

(Capitaine E. N. Barisien.) 

327. — On donne deux cercles ainsi qu'une droite qui les 
rencontre Tun et l'autre : construire les foyers d'une conique 
tangente à la droite et bi-tangente à chacun des deux cercles. 

(A. Tissot.) 

328. — On considère une parabole P dont le sommet est S. 
Soit AA' une corde principale de P. Il existe une circonférence 
A tangente, aux points A, A^ aux droites SA, SA'; elle coupe 
P en deux points B,.B', différents des points A, A'. 

1^ Démontrer que la distance des droites AA', BB' est égalo 
au paramètre ip, 

2<* Ayant tracé une droite parallèle à Taxe et touchant A en I, 
on demande le lieu de ce point, quand AA' est mobile. Ce lieu 
est la parabole P. 

3** Trouver l'enveloppe des circonférences telles que A. 

(G. L.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS, 
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CONSTRUIRE UN PARABOLOÏDE 



Par M. 



CONNAISSANT L AXE ET QUATRE POINTS 

Maseart, élève en Mathématiques spéciales au Lycée 
Saint-Louis (*) : (cours de M. Piéron.) 



Prenons Taxe pour ligne de terre a?'âî, et soient A(aa'), B(6fe'), 
G(cc'), D(rfd') les points donnés. Leurs symétriques Aj, Bj, Ci, D^ 
par rapport à afx^ sont aussi sur la surface. Nous désignerons 
par x^ le point, à Tinfini, sur Taxe. 

Considérons le plan (ABa?^) dont les traces sont H(AB), V(AB) . 
Le plan projetant horizontalement CD coupe le plan (ABa?^) 
suivant la droite (cdy(t!^') dont Tintersection (yy') avec CD déter- 
mine la droite (ABCD), (ABCD)' intersection des plans (ABa?^), 
(CDaî^). [Vérification, f, /' sont sur une même ligne de rappel.] 

Ces deux plans (ABx^), (CDo?^) coupent la surface suivant 



(ABCD/ 



( AB C^,)^ 

H(AB) 

V(AB) 
(ABCA>'-i^ 

(ABCD) 




deux paraboles dont en projection horizontale on connaît deux 
points et la direction de l'axe. De plus ces deux paraboles 
doivent se couper sur (ABCD) intersection de leurs plans. Soit 
donc o) ce point commun sur (ABCD). Le point (oxi)') étant sur 



(*) Aujourd'hui élève à TËcole normale supérieure. 
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la surface il en sera de même de ((Oi, wî) situé à l'intersection 
des paraboles symétriques par rapport à xxf. Or le point co 
étant commun Ton peut tracer d'une façon unique les paraboles 
(a6(ûa:^),(CiCiia)ia?^) projections horizontales des intersections de 
la surface par les plans (ABa?«,), (GiDjOî^). D'ailleurs, ces deux 
paraboles {abiùX^), {o^diii^iX^) doivent se couper en un point <p 
de la droite (ABGiDj) intersection de leurs plans, droite déter- 
minée par le point d'intersection (yiYi) do GiD^ avec la droite 
(qd,, al6') intersection de (ABx^) avec le plan projetant hori- 
zontalement GiDj. [Vérification. — 6 et 6' sont sur une même 
ligne de rappel.] 

Or les paraboles (a6(Daj^),(CiC?ia)iaJao) coupent la droite (ABC^Di) 
en des points [x et v. Le point w sera donc déterminé par la 
condition que ces points (x et v coïncident, car alors le point <p 
sera bien sur la droite (ABC^Dj). 

Je dis que, (o se déplaçant sur (ABGD), les points fx et v 
décrivent sur (ABGiDj) des divisions homographiques sem- 
blables. 

En effet, à tout point [x supposé connu correspond une para- 
bole unique (aôfxrc^) et celle-ci détermine unpoint(osur(ABGD), 
d'une façon unique. A ce point w, correspond un seul point «o^ 
qui détermine une seule parabole (c^d^iû^xj) coupant (ABGiDi) 
en un point unique y. De môme à tout poiut y supposé connu 
correspond un point {jl et un seul. Les deux divisions sont 
donc bien homographiques. D'ailleurs elles sont semblables, 
puisque les points à l'infini, correspondaut au cas où a> est 
lui-môme à l'infini, se correspondent. 

En donnant deux positions particulières au point w, on 
déterminera deux couples de points homologues pour ces deux 
divisions et l'on déterminera par cela même le point double 
unique à distance finie M. 

Au point double à l'infini correspond une solution singu- 
lière où les paraboles considérées dégénéreraient en un sys- 
tème de droites. 

Au point double M, correspond un point û qui donne deux 
paraboles siiuées sur la surface et en même temps les plans 
tangenls en û et M. 

Le problème est alors complètement déterminé puisque l'on 
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peut avoir (en choisissant convenablement deux autres 
points devant remplacer A et B) autant de paraboles que Ton 
veut sur la surface, c'esl-à-dire autant de points et de plans 
tangents. 

D'ailleurs, la simple détermination du point û nous permet 
de reconnaître la nature de la surface, en coupant par un plan 
perpendiculaire à Taxe qui donnera quatre points d'intersec- 
tion avec les deux paraboles correspondant à û, points qui 
avec leurs symétriques par rapport à Taxe déterminent sura- 
bondamment la nature de la conique d'intersection et, par 
suite, celle du paraboloïde. 

Tous les autres éléments de la surface se déduisent immé- 
diatement des considérations précédentes. 

Le problème proposé comporte donc une solution unique et 
bien déterminée au point de vue de la descriptive, c'est-à-dire 
ne nécessitant que l'emploi de la règle et du compas puisque 
la solution repose uniquement sur le théorème de Pascal 
(intersection d'une droite parallèle à Taxe avec une parabole 
déterminée par trois points et la direction de son axe), et la 
construction du point double de deux divisions homogra- 
phiques semblables. 

Solution analytique. — Prenons l'axe du paraboloïde pour 
axe des x. Soit — Xq Tabscisse du sommet, l'angle dont il 
faudrait faire tourner les plans principaux de la surface pour 
les amener à coïncider avec les plans de coordonnées, Ô pou- 
vant être supposé compris entre o et tc, l'équation du para- 
boloïde est : 
(y cos 6 + ^ sin Ô)* (— ysinÔ + 2Cosô)« 

+ ' 4- 2{X + Xo) = o, 

équation que l'on peut écrire : 

+ a« U + 8in« 9 (i - ^ jj + 2(0! + X,) = o, 

et qui peut être considérée comme linéaire par rapport aux 
quatre inconnues : 

[r«'-(ri)]-'°'-"G-,-)-L--'-(ri)]- 



a?, 
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En exprimant que la surface passe par quatre points donnés 
on aura donc quatre équations linéaires à quatre inconnues 
qui, en général, seront résolubles. 

Ces quatre inconnues une fois déterminées, les trois der- 
nières fournissent des valeurs uniques pour : 



-» -> tg 2Ô. 



p q 

Le problème admet donc une solution et une seule; en sup- 
posant, comme on en a le droit, o < Ô < 27c. 

Remarque. — La méthode employée s'applique à d'autres 
questions analogues. 

I. — Construire un paraboloïde connaissant la direction de 
Vaxe et six points. 

Soient A, B, C, D, E, F les six points donnés, w le point 
d'intersection des paraboles (abiùx^) {eoLtax^) situé sur la 
droite (ABGD) en prenant une ligne de terre parallèle à l'axe. 

La droite (GDEF) coupant la parabole {cdtax^) en un point 
h détermine la parabole (e/%x„). Les deux paraboles {abiax^) 
(efhx^) coupent encore la droite (ABEF)en deux points [i. et v 
décrivant lorsque (o se déplace deux divisions homographiques 
semblables. Au point double de ces divisions correspondra le 
point û situé sur le paraboloïde et le problème s'achève 
comme précédemment; l'axe de la surface se déterminant par 
le centre d'une section perpendiculaire à sa direction. 



EXERCICE ECRIT 



49. — On considère une hyperbole H, de centre ; soit A 
la circonférence décrite sur l'axe transverse de H, comme 
diamètre. 

On trace deux droites 8, V tangentes à H, sur lesquelles 
A interceptée des cordes PQ, P'Q' telles que 

POQ -h P'OQ' = *, 
k désignant une constante donnée. 

Trouver le lieu décrit par le point de concours des droites 
8, V. 
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Notes sur rexercloe 48. 

!• Soit A(a5' — y*) — iBxy -f- 2y = o, 

réquation de H. En écrivant que le centre a une abscisse donnée, égale 
k hj on a 

A*h=zB{i -Bh). 
On en tire 

Ah_ I — BA _ 

et, par suite, l'équation générale des coniques H est 
(A) 2^ + t[x* — !/*) + 2hy{h — 0?) = o. 

Uenveloppe est une courbe correspondant à Téquation 
(1 ) (a;* — y*)* = 1 6hy'{h — x). 

On peut observer que cette équation peut se mettre sous la forme (* 

(x* + 2/*)» — 4t/*(a5 — 2^)» = o. 

La quartique (1) est donc constituée par Tensemble de deux paraboles. 

2* Pour avoir les points où H touche son enveloppe, donnons, dans 
(A) au paramètre variable t deux valeurs infiniment voisines 0, 0' ; puis^ 
considérons les équations 

2e*y + 6(J5» — î/*) 4- 2hy[h — o?) = o, 

2e'*j/ + e'(a5* — 2/*H- 2hy(h — a?) = o. 

Elles représentent deux hyperboles du réseau, infiniment voisines; elles 
se coupent en quatre points dont deux sont confondus, sur Oo;, avec le 
point 0; les deux autres sont sur la droite qui correspond à Téquation 

66' = h{x — h). 

En supposant 6 = 6', on a l'équation de PQ, 



etc. 



6* 
n 



CORRESPONDANCE 



M. Brocard nous a adressé la lettre suivante : 
Permettez-moi de vous signaler une petite remarque au 
sujet de la trisectrice de Mac-Laurin. Je ne crois pas qu'elle 
soit expressément indiquée dans vos études publiées /. 5. 
1885, 176; 1886, 20S, 255; et Comptes rendus. 

(*) Cette remarque nous a été communiquée par M. Vazou, professeur au 
collège de Falaise, dans la solution qu*il nous a adressée. 
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Loc. cit. 1885, 178, vous considérez (Fig. 1) le centre C, le 

rayon AC et la perpendi- 
culaire A rencontrant AG 
en son milieu D, puis vous 
prenez AI = NM . Le lieu 
(I) est la trisectrice. 

Mais on peut supposer 
aussi (Fig, 2) une droite 8 
Fig- '. ^ig^ 2. passant par le centre C. 

Alors, en prenant MI = NM, le lieu (I) est encore une trisec- 
trice. En effet, (AI + AN = 2AM = 2 . 2a cos w ; donc 

a 

AI = p = 4a cos <o • 

^ cos OJ 

C'est l'équation donnée loc. cit. 1886, 206. 
Il me semble, sauf erreur, que cette construction vient s'a- 
jouter à la lisle déjà connue; mais elle n'est probablement pas 

nouvelle. 

H. B. 



QUESTIONS D'EXAMENS 



1. — Trouver, en employant la notation différentielley la déri- 
vée troisième d'une fonction implicite. 

Cette question rentre plus particulièrement dans le cours du 
Calcul différentiel ; elle est traitée dans tous les ouvrages où 
se trouvé exposé ce calcul. 

Considérons une fonction z, de deux variables x.y: 

z = f((Xi^ Î/À 
On a, successivement, 

àz àz 

dz = — dx -\ dy: 

dx dy 

puis 

d^Z d^Z à*S àz àz 

d*z = — - rfo?* + 2 dxdy + •— - dy* h- — d^x + — »*2/^ 

àx^ àûoày ^ ày* ^ àx ày ^ 

et enfin 
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â^Z à^Z d^Z d^Z 

d^z = -— , dx^ H- 3 -— — dx^dy + 3 dxdy* n dy* 

àx^ àx^ày ^ âxây^ ^ dy^ ^ 

\.d*Z à^Z d^Z 1 

+ 3 ]-- dxd*x H (d^xdy + dxd^y) + -- dyd*y\ 

(âx* âxày ^ ^ ^' ây* ^ ^j 

àz àz 

H d^x H d^y. 

àx ày ^ 

En supposant « = o, et en prenant x comme variable indé- 
pendante; cette relation divisée par (dxy donne 

à^z o ^'^ . o ^'^ f. ^'^ ,. 

à^Z à^Z àz 

àxày ^ ^t/* ^y 

C'est de celte égalité que Ton peut déduire y, après y avoir 
remplacé y' et y" par leurs valeurs, préalablement calculées 
au moyen de la même méthode. 

2. — Construire une parabole^ connaissant deux points à, B, la 
direction de l'axe et le paramètre 2p (*). 

On proposait de traiter cette question à volonté, analyiique- 
ment ou géométriquement. La solution analytique n'offre 
aucune difficulté. On prend pour axes AB et la parallèle 
à Taxe menée par le point 
milieu de AB, et on applique la 
formule p = p -^ 2X (voyez G. 
An., p. 489). 

Yoici une solutiongéométrique. 

Au point 0, élevons une droite 
OC perpendiculaire sur AB, et, 
de ce même point 0, menons OH perpendiculairement à la 
direction de Taxe. On sait (**) que la partie de Taxe, inter- 
ceptée dans l'angle HOC formé par les semi-droites OH, OG 
situées du même côté de AB, a une longueur égale au demi- 
paramètre p. L'axe A se trouve ainsi déterminé; etc. 




. (*) Cette question, comme la plupart de celles que nous publions sous 
la rubrique Questions d'examens^ est empruntée aux fouilles publiées par 
la librairie Croville-Morant : Eacamens d'admission à V École Polytechnique^ 
1891, p. 50. 

(••) Ily a longtemps que cette propriété, qui généralise le théorème de 
la sous-normale nous est connue. Nous ignorons si elle a été. ce qui est 
probable, entrevue et citée quelque part. 



Ds 
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Le problème admet deux solutions; les paraboles corres- 
pondantes sont symétriques par rapport au point 0. 

3. — Soient 

f(x> y» z). 9{h 7y z), tKx, y, z) 
trois formes homogènes du degré m, des lettres x, y, z. Si Von pose 

f' f' f' 

Lx ly 1« 

r / f 

?» ?y ?* 

I'» ^i f. 

pour tou/e solution commune aux équations 

f=o, 9 = ij/ = o, 

(ma D = 0, Djc = G, Dy = o, Di = o. 

Les relations : 

f(x,y^] = o, 9(a?,«,Jf) = o, +(»,!/,«) = o, 
donnent fjix -h f^dy + /^dz = o, 

<fg^dx -H <p' dy -h 9^d« = o, 

<l'^<to+ 4/ydy H- ^[dx = o ; 
et par suite on a D = o. 
Le théorème d*Euler donne d*ailleurs 

f f' 

IX 'tf 



-«DIS 
m 






y 



T 

9 



ou 

(1) 

en posant 



m 



jsD s: A/ -f- B? + G4/, 



=: 9x^y — <pA » 

La relatioa (1) donne 

^ «d; =: Ay + B'<p + G'^' + A/; + Bç^ + G*;. 

Or, A/; + Bç; H- G^; = (çi'V^ - +;9;)r; 

ou A/; -4- Bç; + G^/; s o, 

relation évidente d'ailleurs, si Ton observe que le premier membre repré- 
sente D, lorsqu'on a remplacé la troisième colonne A <d, ^ par la première 

/,» 9^ *«• 



Ainsi 



-«D<.s: A7 + B'ç+G'^;. 



Pour la solution considérée, on a donc D' = o. On voit, de môme. 



que: 



d:. 



o. 



d; = o. 
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SUR LA QUESTION 266 

Solution et déTeloppements, par M. Balitrànd, ancien élève 

de rÉcole Polytechnique. 



On inscrit, à un triangle fixe ABC, tous les triangles A'B'C 
ayant même centre de gravité G. Démontrer que les côtés B'C, 
C'A', A'B' enveloppent trois paraboles. ( J* Neuberg.) 

Soient I îe milieu de A'C, M le pied de la médiane sur BG. 
Les triangles IGM, GAB' sont semblables, donc IM est 
parallèle à AG. La droite BI coupe AG en B^; et BI = IB^ , 
donc les droites B, G', B, A' sont parallèles aux côtés BG, BA, 
et l'enveloppe de A'G' est une parabole tangente, en A et en G, 
aux droites BA, BG^ 

Le calcul vérifie très aisément cette propriété. 

Prenons, comme axes, les droites BG, BA. Soient 

X = Of 



A' 



x^-k, g. 



y=o. 



y.= [*'f 



les coordonnées des sommets A'B'G'. On a les relations 

a = a + X, a 6 

1. o - + i- - I = o; 

6 = p -hfx, a c 

et, par suite, - -i i = o. 

' ^ a c 

Donc, l'enveloppe de A'G' est la parabole ayant pour équation 

^ax + v/cy —1=0. 

On obtient ainsi trois paraboles. Ge sont les paraboles de 

Artzt (*); elles ont pour équations, en coordonnées barycen- 

triques : 

a* - 4py = o, 

p« - 4aY = o, 
Y» — ^ap = o. 

Les coordonnées d'un point s'expriment respectivement, pour 
les trois paraboles, en fonction des paramètres X, p., v, par les 

(*) Sur ces paraboles, outre les notes citées à la fin de cet article; yoyez 
Journal 1890, p. 149 ; et el Progreso matemdtico (sept, et oct. 1891). 
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formules 


«=,. p = ^^, 






*-r P-'' 


I 

Y — ' 

2tx 




a = — , Ô =-, 

2V 2 


Y= I. 



Les éqaations des tangentes en ces points sont : 

X*p — Xa + Y = o, 

H-'Y — [Ji-P + a = o> 
v*a — VY + p = o. 
Si Ton prend X = fx = v, on obtient les côtés d*un triangle 
répondant à la question. Les coordonnées de ses sommets 
A', B', G' sont : 

A' a = o, P = X, Y = ^> 
B' a = I, p = 0, y = X, 
C a = A, P = I , Y = O* 
L'équation générale des coniques passant par ces sommets 
est: 

p, p' p' désignant des paramètres arbitraires. 

Par les points A', B', G', menons des parallèles aux côtés 
du triangle AB, BG, AG; nous formons un triangle A^B^ C^ 
qui a même centre de gravité que ABC. Les points A^ et A', 
Bi et B', Gi et G', sont isotomiques. Les six sommets A' B' G', 
Al Bi Gi sont sur une conique. L'équation générale de ces 
coniques est; 

X(a« + p* + Y*) - (^' -^ 0(Py + y» + ap) = O- 

Gomme coniques particulières oq trouve: 1® la droite de 
l'infini, correspondant à X= — i ; 2® l'ellipse maximum inscrite, 
X = I ; 3® la conique de Steiner, X = o. 

L'enveloppe de ces coniques est l'ellipse maximum inscrite 
à ABG; les centres de ces coniques sont sur les médianes 
de ABG. 

A ces quelques notes, nous croyons devoir ajouter les 
remarques très intéressantes qui suivent, et qui nous ont été 
communiquées par M. Neuberg. 

a Sur les côtés d'un triangle ABG, on considère trois ponc- 
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tuelles semblables ; soient A', B\ C trois points homologues 
de ces ponctuelles. Il existe trois masses a, p, y, qui étant 
fixées en A', B', G' ont un centre de gravité fixe D. Les droites 
B'C, C'A', A'B' enveloppent trois paraboles ?:«, ir^, tcc, inscrites 
aux angles BAC, CBA, BCA. iCo et 1:5 ont deux tangentes 
communes : AB et la droite de Tinfini. Elles ont deux autres 
tangentes communes t eit\ Ces droites touchent également ize] 
ce sont les deux droites menées par D, qui rencontrent les 
côtés de ABCa en trois points pour lesquels D est le centre de 
gravité, a, p, y étant les masses de ces points. On peut déter- 
miner les droites assez facilement. 

a, p, Y, restant fixes, si Ton déplace D, les droites t et /' se 
déplacent également. On peut étudier la transformation défi- 
nie par D et ^ ou t\ A chaque position de t correspond un 
point D; à tout point D, correspondent deux droites t et V. Il 
peut arriver que les droites t et i' coïncident; le lieu du point 
correspondant D est alors une conique. » 

Ces propositions comprennent, comme cas particuliers, les 
propositions relatives aux paraboles de Artzt. On peut y ratta- 
cher aussi des recherches de MM. Brocard et d'Ocagne. [Con- 
sulter Journal de Mathématiques spéciales^ 1884 et 188S, hyper- 
bole des neuf points; MathesiSy t. Y, questions 341 et 4S0; 
t. VII, p. 26S.] 



QUESTION 199 

Solution par M. G. Leinekugel. 



Sur les trois côtés iJFua triangle, et en leurs milieux^ on leur 
élève des perpendiculaires. Si l'on porte, sur ces perpendiculaires, 
des longueurs Ka, £b, Kc et que Von joigne les extrémités de 
ces segments respectivement aux sommets opposés du triangle, les 
trois droites ainsi obtenues sont concourantes en un point M. 

i® Démontrer que le lieu du point M, quand on fait varier K, 
est une hyperbole équilatère, circonscrite à ABC. 

2^ Déterminer la valeur de Kpour laqtieUe les trois droites con- 
sidérées sont parallèles. (Boutin.) 



2S2 
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Considérons les deux sommets A et B et les deux perpen- 
diculaires OH', OH, élevées aux milieux des côtés AG,-BG; 
deux points B^ et Ai sur ces droites tels, que 

A,H _a 

B^~ 6* 

Ces couples de points tels que A^ , B^ déterminent (*) 
deux divisions homographiques sur les droites Ûa, Ùh. Les 
droites AA^, BB^ qui joignent ces points à deux points fixes 
A, B, se coupent en un point M décrivant une conique 2 
passant par les sommets des deux faisceaux. De plus, les 
droites, telles que A^, B^ enveloppent une parabole fixe, tan- 
gente aux droites Oa, 06. 
Cette conique S passe par Torthocentre et le barycentre 

du triangle, car il 
suffit de supposer 
que les points A^, 
Bi soient rejetés à 
rinfini de la direc- 
tion OH, OH'; ou 
confondus avec 
H, H'. De plus, 
si Al', Bi dési- 
gnent les points 




d'intersection de OH, OH', avec AC, BG; on a 



a 



B;H' = -tgC 



A'iH 



a 



A;H=-tgC -.-. - ^^ ^,„, 

2 2 BiH 

ce qui prouve que G, intersection de AAl, BBi est un point du 
lieu. 2 est donc une hyperbole équilatère circonscrite au 
triangle et passant par le barycentre du triangle. 

De même, on verrait que le lieu des points M tels que: étant 
joints aux points B,G; les droites MB, MG déterminent sur 
OH', OH'' deux points B^, Ci tels que 



(*) En effet si 



on a 3 



a 



X' 



aS^':: 



relation homographique. 



ÛAi = x' au 

a 
: j- ou bx' — ax'^ 4- (6a — op) = o, 



a. 



JOURNAL DE HATfldMAnQUBS SPÉCIALES 2S3 



— 9 



GJL' c 

est une hyperbole équilatère 2' circonscrite au triangle et 
passant par le point de concours des médianes. £ se confond, 
par suite, avec S'. Il en résulte que si Ton prend un point 
quelconque M de cette hyperbole, ce point jouit de cette pro- 
priété que les droites MA, MB, MG rencontrent ûa, Qb, ûc en 
trois points A^, B^, G^ tels que 

A^o Bjô CjC -^ 
a c 

On peut observer que les triangles tels que Aj, Bi, Gj, sont 
homologiques au triangle ABC ; par suite, les côtés A^Ci, AG,... 
se coupent en trois points en ligne droite. 

2® Pour trouver la valeur de K pour laquelle les trois droites 
AAj, BBj, GCj sont parallèles, nous prenons le triangle ABG 
comme triangle de référence; S désignant Taire du triangle 

sin A 
et X le rapport , les coordonnées de A^ vérifient les équa- 
tions 

a = Ka, 

a sin A + p sin B + y sin G = 2>S, 
p sin B - Y sin G = Ka sin (B - G). 
On en déduit Téquation de AAj : 

p sin B S — Kac cos B 

Y sin C S — Kab cos G 
De même, les équations de BB^, GG^ sont ; 

Y sin G __ S — Kba cos G 

a sin A S — Kbc cos A 
a sin A S — Kcb cos A 



p sin B S — Kca cos B 

Ges trois droites passent par un même point, car la troi- 
sième équation résulte des deux premières. Si Ton élimine K 
entre celles-ci, on trouve, après calcul, l'équation dû lieu 
décrit par le point M : 

ap sin (A — B) + Py siu (B — G) 4- ya. sin (G — A) = o. 

Elle représente Thyperbole équilatère circonscrite au tri- 
angle et passant: 1® par le centre des médianes, 2** par le point 
de Lemoine. La valeur de E, pour laquelle les trois droites 
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AAj, BBi, CGi sont parallèles s'obtient en considérant la 

droite correspondant à Téqualion 

o = Y sin G(S — Kbc cos A) — a sin A(S — Kab cos G) + (a sin A 

-4- p sin B 4- Y sin G)(S — Kab cos G). 
Elle est parallèle à BBj et passe en A; j'exprime qu'elle coïn- 
cide avec la droite AA^ : 
Y sin G(S - Ka sin G cos B) = Xp sin B[S - Kab cos G] = o ; 

et j'obtiens 

3S 

abc 3 S 



K 



cos A cos B cos G 6* + oc cos B 



a b c 

Remarque, — La proposition analogue, dans l'espace, est la 
suivante : 

Etant donné un tétraèdre ABGD aux centres des circonférences 
a, b, c, d circonscrites aux quatre faces, on élève des perpendi- 
culaires à ces faces; sur ces perpendiculaires, on prend des Ion- 
gueurs A^a, B^b, G^c, D^d proportionnelles aux aires des triangles 
correspondants. Montrer que AA^, BB^, GG^, DD^ sont quatre 
droites d'un même hyperbolo'ide. 

Trouver la valeur de K pour laquelle les quatre droites sont 
situas sur un parabolo'ide. 

Nous retrouvons, comme cas particulier, le théorème de 
Steiner : Les quatre hauteurs d'un tétraèdre sont quatre généra- 
trices d'un hyperboloïde. 

Il suffît, en effet, de supposer K infini. 

On en déduit encore, si K = o, cette proposition moins con- 
nue: Les quatre droites joignant les quatre sommets d'un tétraèdre 
aux centres des cercles circonscrits aux quatre faces font partie 
d'unméme hyperboloïde. — On peut également démontrer cette 
propriété directement, en observant que les tétraèdres ABGD 
et abcd sont autopolaires par rapport à la sphère inscrite à ce 
tétraèdre. 

La proposition, dans le cas général, se démontre en menant 
par les trois droites AA^, BB^, GG^ des plans parallèles à DD^ ; 
on prouve qu'ils passent par une même droite, génératrice 
du système auquel n'appartient pas DD^. 
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QUESTION 267 

Solution et déTeloppements par M. G. Taert. 



Soit A un point arbitrairement choisi sur une hyperbole équila- 
tère, et soient B e^ C les extrémités d'un diamètre quelconque de 
cette courbe. La tangente en A, à cette hyperbole, est symédiane 
du triangle -ABC 

Ce théorème permet, connaissant le centre et deux points d'une 
hyperbole équilatère, de construire les tangentes en ces deux points. 

Corollaire. Si un cercle et une hyperbole équilatère sont con^ 
centriques, les tangentes à V hyperbole, aux extrémités d'un de 
leurs diamètres communs, sont perpendiculaires à l'autre diamètre 
commun, (d'Ocagae.) 

1 . — Considérons d'abord une conique quelconque et un 
point intérieur P. 

Soient T T' les points de contact de la courbe avec les 
deux tangentes issues de P, et B, G les points d'intersection 
avec une sécante, menée par P, 

Le quadrilatère qui a pour couples de sommets opposés 
T, T' etB, C, est harmonique par rapport à laconique, c'est-à- 
dire que les droites qui joignent un point quelconque A, de 
la conique, aux sommets de ce quadrilatère, forment un fais- 
ceau harmonique. 

Pour s'en convaincre, il suffit de placer le point A en T; on 
voit alors que le faisceau des quatre droites est coupé, par la 
sécante BG, en quatre points harmoniques. 

2. — Supposons maintenant que la conique soit une hyper- 
bole équilatère de centre P; B, G senties extrémités d'un dia- 
mètre quelconque de la courbe, T, T' les points d'intersection 
de la courbe avec la droite à l'infini, et l'on a les théorèmes 
suivants, très connus ; 

i® Les bissectrices de l'angle BAC sont parallèles au^ asymp- 
totes, quelle que soit la position du point A sur la courbe. 
En effet, les quatre droites AB, AG, AT, AT' forment un 



o* 

^ 



/' 
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faisceau barmonique ; et les droites AT, AT', parallèles aux 
asymptotes de l'hyperbole équilatère, se coupent à angle 
droit. ' 
Donc, AT, AT' sont les bissectrices de l'angle BAC. 

2c La différence des angles à la base, du triangle ABC, est con-- 
stante, quelle que soit la position du sommet variable A. 

Cela résulte immédiatement de ce que les bissectrices de 
Tangie au sommet ont des directions constantes. 

Si le diamètre considéré passait par le point A, les deux 
côtés du triangle seraient la tangente en A à la courbe et le 
diamètre passant par A. Par conséquent: 

3^ La tangente en k et le diamètre passant par A, médiane du 
triangle ABC, forment un angle dont les bissectrices sont paral- 
lèles aux asymptotes. 

Il suit de là que le couple des droites AB, AC el le couple 
formé par la tangente en A et la médiane du triangle ABC 
ont les mêmes bissectrices. Donc: 

4* La tangente en k à Vhyperbole équilatère est la symédiane 
du triangle ABC. 
C'est le théorème proposé. 
On a encore le théorème suivant : 

5^ Les perpendiculaires BA', C A', menées par les points B, C, aux 
côtés AB, AC, se coupent en un point A' de l'hyperbole équilatère. 

On voit aisément que le quadrilatère ABC A' est inscrit à un 
cercle qui a pour diamètre AA', et que les angles BAC, BA'C 
ont leurs bissectrices parallèles. 

Par conséquent, les bissectrices de Tangle BA'C passant par 
les points à Tinfini T, T' de l'hyperbole, et Ton a : 

A'(B, C, T, T') = A(B, C, T, T). 
ce qui démontre que les six points A', A, B, C, T, T' appar- 
tiennent à la même conique : 

Réciproquement : 

^ Tout cercle, qui a pour diamètre une corde A A' cfe l'hyperbole 
équilatère, rencontre Vhyperbole en deux autres points B, G, extré- 
mités d'un diamètre de la courbe. 

D'autres propriétés de l'hyperbole équilatère se présentent 
encore en suivant cet ordre d'idées. 
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7^ Tout cercle, qui passe par les extrémités B, C d'un diamètre 
âHune hyperbole équilatère^ coupe la courbe en deux points Â, A^ 
extrémités d^un diamètre du cercle. ' 

Soient P, les centres de l'hyperbole et du cercle. 

On sait que les cordes kA.'y BG font des angles égaux avec 
les axes de Thyperbole. La droite PO étant perpendiculaire 
à BGy les droites PO, Akf font des angles égaux avec les 
asymptotes, bissectrices des angles formés par les axes. Par 
conséquent, les droites PO, AA.' sont parallèles à deux diamè- 
tres conjugués de Thyperbole équilatère. 

Il suit de là que les tangentes en A et A', à la courbe, se 
coupent en un point V de la droite PO. Donc : 

<S® Les tangentes en deux points quelconques A, A' d'une hy- 
perbole équilatère se coupent en un point Y, également distant des 
points d'intersection B, G (ie Fhyperbole avec le cercle décrit sur 
AA' comme diamètre. 

Réciproquement : 

9^ Siy par un point quelconque V d'une droite fixe passant par 
le centre P d'une hyperbole équilatère ^ on mène des tangentes VA, 
VA' à la courbe, le cercle décrit sur AA' comme diamètre coupe 
l'hyperbole aux extrémités du diamètre perpendiculaire à la droite 
fixe PV. 

Le théorème suivant parait nouveau. 

40^ Si, par un point fixe V, sittbé sur une droite perpendiculaire 
au milieu du diamètre BG d'une hyperbole équilatère, on mène 
une droite quelconque coupant la courbe aux points D et E, la 
somme des angles BDG et BEG est constante. 

Soient A, A' les points de contact des tangentes menées à 
l'hyperbole par le point fixe V. 

Le quadril|(t|sg|»rADA'E est harmonique par rapport à la 
conique, et les quatre droites BA, BD, BA', BE forment un 
faisceau harmonique. Le cercle décrit sur AA' comme diamètre 
passe par les points B, G, et l'angle ABA' est droit. 

Par conséquent, les côtés de l'angle fixe ABA' sont les bis- 
sectrices de l'angle formé par les droites BD et BE. 

U suit de là que la somme des angles GBD, GBE, que font 
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les droites variables BD, BE, avec la droite fixe BG, est con- 
stante. 

On démontrerait de même que la somme des angles BGD 
et BCE est constante. 

Donc dans les deux triangles BDC, BËC la somme des 
quatre angles adjacents à la base commune BG est constante, 
ce qui démontre le théorème. 

Par un raisonnement semblable on démontre encore les 
théorèmes suivants, que nous nous contentons d'énoncer : 

//® Dans r hyperbole équilatère, toute corde fixe est vue des 
extrémités d*un diamètre quelconque de la courbe, sous deux angles 
dont la somme est constante, 

12^ Dans Vhyperbole équilalère, toutes les droites, perpendi- 
culaires à une corde fixe, coupent la courbe en deux points d'où 
Von voit la corde sous deux angles dont la somm^ est constante. 

Nota. — Nous avons reçu, au sujet de cette question, une solution 
analytique de M. Svéchnicoflf, professeur au Gymnase de Troïtzk et deux 
solutions géométriques élémentaires et très élégantes, Tune de M. Leine- 
kugel, Tautre de M. Brocard. Celui-ci nous fait observer, avec raison, que 
la propriété, ici en question, de la tangente à l'hyperbole équilatère a été 
énoLCôe sous une autre forme par M. E. Lemoine, n® 135 (Journal, 1884 
p. 168) et démontrée (irf. 1886, p. 115). 

Voici, d'ailleurs, la démonstration de M. Brocard : 

On sait que les segments AA', BB' d'une corde d'hyperbole. 




interceptés entre la courbe et les asymptotes, sont égaux. 
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Si la corde devient tangente en A, les segments de cette 
tangente, interceptés entre les asymptotes et le point de con- 
tact, sont égaux. 

Cela posé, la tangente AT, au point A de l'hyperbole équi- 
latère, rencontre Tasymptote OYenun pointTtel que 0T=2AD, 
AD étant la distance de A à OA'X. 

Le triangle TAO est isoscèle, AT est la tangente à l'hyper- 
bole, AO la médiane du triangle BAC; donc AT est la symé- 
diane. 

Si un cercle et une hyperbole équilatère sont concentriques 
et se coupent en deux points G,E, la tangente CR à Thyperbole 
en G est symétrique du diamètre GO par rapport à la direction 
de l'asymptote OY. La tangente enES à l'hyperbole, fait aussi 
le même angle avec l'autre asymptote; donc elle est perpen- ' 
diculaire à OG. 



QUESTION 271 

Solution par M. Rezeau, conducteur des Ponts et Chaussées. 



Étant données trois droites a, b, c, parallèles à un même plan^ 
on considère tous les triangles ABG dont les sommets sont situés 
sur ces droites et qui ont même centre de gravité G. Démontrer 
que les côtés de ces triangles sont les génératrices de trois parabo- 
loïdes et que les flans ABG enveloppent un cône du second degré. 

(J. Neuberg,) 

Prenons le point G, centre de gravité de tous les triangles 
considérés, comme origine. 

Nous choisirons pour plan des xy un plan parallèle aux trois 
droites données ; le plan des xz sera déterminé par le point G et 
la droite a ; le plan des yz sera déterminé par le point G et la 
droite 6. 

Les équations des droites données sont donc : 

\ z = a, |^z=6, (js = c. 

On a la condition 
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(1) a -H 6 -f- c = o, 
Torigine étant le centre de gravité G. 

Soit 

(2) a; + aj/ + p;5 = o , 
réquation du plan P. 

Pour exprimer que le triangle ABC, formé en joignant les 
points d'intersection de P avec a, b, c, a son centre de gravité 
à l'origine, il suffit d'écrire que la somme algébrique de cha- 
cune des coordonnées de ces trois points est nulle. 

D'oii les conditions 

(3) ap 4- ^ = 0, 

(4) -^ "^ = o , 

a I H- ma 

et la condition (1), déjà posée. 
En tenaut compte de (1), (3) et (4) se réduisent à 

(5) amap + na — 6p = o . 

On trouve pour équation de AB, dont nous cherchons la loi 
du déplacement, 

ag -h gp _ ^ _ g - g 

^ ^ - ap ftp a - 6* 

L'élimination de a et de p, entre les équations (5) et (6) 
montre que les coordonnées des points de AB vérifient l'équation 

(7) m(a — b){z — a)x -H (a — b)y{z — 6) — n{z — a)(z -^ 6) = o, 
ou encore 

(8) z[m{a — b)x + (a — b)y — nz] 

— am{a — b)x — b{a — 6)y + (a 4- 6)nj5 — abn = o. 
Elle représente un paraboloïde hyperbolique dont les plans 
directeurs correspondent à 

z = o, 
m{a — b)x -H (a — b)y — n^ = o. 
L'axe de la surface est parallèle à la direction déterminée par 

^ = o, 
j/ 4- ma? = o . 

L'équation (7) montre immédiatement que cette surface 
passe par les droites a et 6. 

Les sections par les plans x = o et t/ = o sont des 
systèmes do deux droites; savoir : 
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o; = o, (« - y)[{a - b)y - m{z - a)] = o, 
y = o, (js — a)[(a — b)mx — n(^ — 6)] = o. 

Le paraboloïdô hyperbolique est donc tangent aux plans 
yz et xz. 

Les autres côtés AG, BC, des triangles considérés, sont les 
génératrices de deux paraboloïdes disposés, par rapport aux 
éléments correspondant de la figure, de la même manière que 
le paraboloïde trouvé Test pour la droite AB. 

L'enveloppe des plans P s'obtiendra en éliminant a, p entre 
les équations (2) (o) et l'équation 

y ^ ^ 
n •+■ amp ama — b 

obtenue, comme on sait, en prenant le rapport des dérivées 
des équations (2) et (5), successivement par rapport à a et à p. 

On a ainsi : 

a*m^x* -h 6*y' + n*J5* + 2bnyz — 2amnxz + 2abtnxy — o. 

C'est un cône du second ordre, tangent au plan xy. On voit 
qu'il est tangent aussi aux trois plans déterminés par le centre 
de gravité G et les trois droites données o, 6, c. Ce résultat 
était prévu à priori. 

iVoto. — Antre solution par M. R. Lbveugle, lieutenant du Génie à Ver- 
sailles 



QUESTION 277 

Solntion par M. H. Brocard. 



On donne une ellipse de centre 0, dont les demi-axes sont a et 
b. On prend sur cette courbe un point M tel^ que la normale en 
ce point, à l'ellipse^ fasse avec le grand axe un angle X. On demande 
de déterminer, en fonction de a, b, X : 

4^ La distance de à la tangente, en M, à V ellipse; 

2** La distance de à la normMe en M; 

3*», 4^ La longueur OM et celle du demi-diamètre conjugué de 
OM; 

5<> V angle de OM avec le grand axe; 

fi®, 7® Les distances de M aux deux foyers de l'ellipse; 
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8^ La longueur de la portion de la normale en M, comprise entre 
ce point et le grand axé; 
9^ Le rayon de courbure de l* ellipse ^ pour le point M. 

(A. M.) 

L'ellipse étant supposée la section méridienne d'un ellip- 
soïde de révolution autour du pelil axe, Tangle X n'est autre 
que la latitude, en Géodésie. On remplace alors habituellement 
le petit axe par 

V^a' — c' = a i/ I ^ = a v/ 1 — e*, 

e désignant Texcentricité. 
On a, par suite, pour coordonnées du point M : 

a cos X a(i — e') sin X 
^ = -R-' y = R ' 

R désignant, pour abréger, la quantité (i — c* sin* X) . 

^m « cos 2X H- e' sin* X 
!• OT = 



20 0N = 



R 
ae^ sin X cos X 



R 



a 



3« OM = - y/ 1 - e>(2- 6«) sin» X . 

MX 

4« Incl.OM'=.-cotgX; 0M'= "^ 



y/a» sin" (o + 6» cos* co 



tang 0) = — cotg X; OM' = 



\/i +(i-e*)sin*X 
«0 tang MOX = ( i - e*; tang X. 

6» MF = ^ v/( I - e*)» sin* X h- (cos X - eR)* ; 

Sx 

7» MF' = I »/( I - c»)» sin» X + (cos X + eR)» ; 



90 



_ a(i-e*) 
^~ R» 
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A ces formules on peut ajouter celles qui suivent : 

Normale terminée au petit axe : — • 

R 

Tangente terminée au grand axe : -^ ^- — — ; 

R 

Tangente terminée au petit axe : — ^^^ • 

R 

Remarque. — Quelques-unes des formules précédentes 
manquent de simplicité; cela tient à ce que le paramètre X, 
pas plus que tout autre paramètre employé dans diverses 
recherches sur la géométrie de l'ellipse, ne saurait s'adapter 
exclusivement à tous les cas possibles. Il faut, dans chaque 
cas, faire le choix le plus convenable et reconnaître l'avantage 
que présente le paramètre employé (abscisse, rayon vecteur, 
anomalie excentrique, inclinaison de la tangente ou du dia- 
mètre, etc.). 

En faisant le tableau synoptique des différentes expressions 
de chaque formule, on constaterait que la même formule 
devient, tour à tour, très simple et très compliquée. 

Nota. — Nous avons reçu une solution de cette question de M. Bohn, 
maître répétiteur au collège de Gompiègne; et une autre de M. Baudran, 
élève au lycée de Rouen. 



QUESTIONS PROPOSEES 

329. — On donne une ellipsoïde de centre 0, dont les demi- 
axes sont a, 6, c. On prend, sur cette surface, un point m tel 
que la normale en ce point, à l'ellipsoïde, fasse avec ses axes 
les angles a, p, y. On demande de déterminer, en fonction de 
a, b, c, a, p, y: 

l^La distance d de au plan tangent en m à l'ellipsoïde; 

2® La distance 8 de à la normale en m ; 

3^ La longueur Om ; 

4® Les angles X, [x, v de Om avec les axes; 

S** La longueur mp de la portion de la normale, en m, com 
prise entre ce point et le plan passant par les demi-axes a et b. 

(Svéchnicoff.) 
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330. — Trouver l'enveloppe de la droite 

3{y-tx){3t*- i) + i» = o, 
dans laquelle t désigne un paramètre variable. Construire cette 
courbe. Quelles sont les régions du plan par lesquelles passent 
trois droites réelles de ce système, en chaque point? 

(E. Humbert.) 

331. — Un cercle enveloppe une ellipse et la touche en 
deux points réels; un trapèze inscrit dans ce cercle à ses 
côtés parallèles sur les tangentes à l'ellipse aux extrémités du 
petit axe. Démontrer que chacun des côtés non parallèles du 
trapèze passe par l'un des foyers, et que chaque diagonale est 
parallèle à l'une des droites qui joignent les foyers aux extré- 
mités du petit axe. 

Lorsque les points de contact de l'ellipse avec le cercle 

sont imaginaires, ce sont les diagonales du trapèze qui 

passent par les foyers, et ce sont les côtés non parallèles qui 

ont les directions indiquées. 

(A. TissoL) 

332. — Calculer le déterminant 



X 


a 


a 


a . . 


. a 


b 


a 


p 


P " 


• p 


b 


p 


a 


P . 


.. p 


b 


1 


P 


a . . 


.. p 



6 p p P ... a 

Appliquer le résultat à des cas particuliers remarquables. 

(G. L.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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DES ÉQUATIONS TRIPOLAffiES RÉVERSIBLES 

Par M. Auff. Poalain, à Angers. 



1. — En coordonnées tripolaires, toute courbe présente 
rinconvénient d'être représentée par une infinité d'équations 
de degrés différents. Car soient /*(X, [x, v)=o Tune d*entre elles, 
J = o l'équation qui lie les trois coordonnées, et <p(X, ja, v) 
une fonction arbitraire. 1/équation donnée peut être remplacée 
par 

(1) /"(X, [x, v) + Jcp(X, [A, v) = o ; 

et dès lors cette dernière équation représente encore la courbe. 

De là des difficultés pour identifier entre elles les courbes 
définies par leurs équations tripolaires et pour énoncer les 
formules qui les concernent. Car il y a autant de formules que 
de types d'équations. La théorie suivante permettra de tout 
ramener à un type unique. 

Si nous passons, en eifet, à des axes cartésiens QX, QY, 
toutes les équations de la courbe fournissent une équation 
cartésienne unique. Remontons ensuite aux tripolaires , au 
moyen des formules connues de transformation (*), mais sam 
simplifier ou modifier le résultat en utilisant la relation J = o. 
Nous trouverons encore, du moins dans ce système de trans- 
formations, une équation unique. Nous qualifierons toute 
équation de ce genre adéquation tripolaire réversible du lieu. 
Nous dirons aussi que le premier membre /"(X, [x, v) est une 
expression réversible» 

I. — Propriétés des équations réversibles. 

2. Théorème I. — Pour un même lieu géométrique, Véqua- 
lion tripolaire réversible est unique. 

(*) Pour le cas des axes rectangulaires, nous avons donné ces formules 
dans le /. <$., p. 171 (avec rectification p. 264). Le môme raisonnement 
montre que pour les axes d^angles 0, et d'origine X', /, v^ on a 

4SX sin 6 = SIX» - V*)ay, 4SY sin 6 = - S(X» - X'»)a, 
ox,.. étant les projections de a, &, c sur les axes, prises en supposant un 
sens au périmètre (a, &, c). 
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En effet, le raisonnement précédent montre qu'il en est 
ainsi lorsqu'on ne considère qu'un seul système d'axes carté- 
siens. Je dis qu'il en es t de même si l'on part de deux systèmes 
différents (QX, QY) et (Q'X', QT'). Car supposons d'abord 
que, pour revenir du second, nous fassions le détour de passer 
par le premier, nous allons, d'une équation cartésienne à une 
autre qui est unique, et qui, à son tour, donne une équation 
tripolaire unique. 

Supposons ensuite que nous effectuions directement le 
retour. Pour prouver que le résultat est le même que précé- 
demment, il suffit de prouver que les formules de transfor- 
mation sont les mêmes dans les deux méthodes. En effet, les 
formules directes expriment X', Y' linéairement en fonction 
de X*, fx', V*. Il en est de même des formules indirectes. De 
plus, les coefficients doivent y être les mêmes. Car, supposons 
que, dans un des systèmes, X' soit de la forme 

(2) X' = A* + m^^ + nv* + /). 

Amenons le point M en A, B, C, 0: nous aurons quatre 
équations propres à déterminer /, m, n, p. Or, le déterminant 
de cet ensemble d'équations est a*6V. Il ne peut donc être 
nul et les coefficients ne peuvent avoir qu'un système de 
valeurs. 

3. — Rappelons qu'on appelle coordonnées cotripolaires de 
M les quantités V, V, W définies par les relations 

(3) U = (x« - vS V = V* - X», W = X* - u.»; 
d'où U+V+W=o. 

Si l'on prend comme axes cartésiens, QX, QY, les médiatrices 
OB', OC, les formules de transformation sont très simples 
(/. S. 1889, p. 116). On trouve ; 

(4) W = -|X. V=§y; 

on peut, si l'on veut, les tirer des formules générales (l,note). 

4. Théorème II. — Pour qu'une équation tripolaire (algé- 
brique ou non) soit réversible, il faut et il suffit qu'on puisse grour 
per les termes de manière que l'équation ne renfenne plus que W 
etN. 
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1» Gela suffit. Car, supposons que Téquation puisse s'écrire 
F("W, V) = o. Prenons, comme axes, les médiatrices OB', OC, 
L'équation cartésienne correspondante est 

En y remplaçant X, Y par les valeurs (4), nous retrouvons 
réquation primitive en W, V. Donc cette équation en X, ^, v 
est, par définition, réversible. 

2® C'est nécessaire. Car soit 9(X, Y) = o Téquation carté- 
sienne de la courbe, avec les axes OB', OC. On en tire 

/ RW RV\ 
^V âc ''âbJ " ^' ^^^ équation est tripolaire. Elle est 

réversible d'après ^^; et comme Téquation réversible est 
unique (2), la proposée f{\ [x, v) = o, qui Test également, 
doit se confondre avec celle-là. Donc /*(X, (x, v) = o, dépend 
des seules quantités W, V. 

B. Corollaires I. — De là, un moyen de reconnaître si 

une équation quelconque est réversible. On y remplace [jl«, v* 

par leurs valeurs tirées des formules (3) et on trouve une 

relation entre W et V. Si la quantité X disparaît, Téquation 

est réversible, sinon on se sert de Tidentité: 

(5) J = ^ (W, V) - 16S«XS 
dans laquelle on pose 

(6) ^ (W, Y) = 6«W» 4- c«Va + 2bcWV cos A, 

+ 2abc (Wb cos B — Vc cos C) + a^6'c* 
(/. S. 1890, p. 112); on en tire X« qu'on remplace par sa valeur 
dans réquation. Elle devient ainsi réversible. 

6. Corollaire II. — Quand une équation tripolaire^ algé- 
brique et entière^ ne contient que les puissances paires de X, u., v, 
son premier membre ne diffère de celui de réquation réversible 
que par V addition d'une expression de la forme J$(X2, (x*, v*), éga- 
lement entière. 

En effet, éliminons [x* et v«. Il vient une relation de la forme 

(7) A^S l^% v') = <P(W,V) + XV(W, V) + X*^,( W,V) H-... = 0. 
En y remplaçant X» par sa valeur tirée de (5), on trouve une 

identité de la forme 

(8) /-(X', 1.», v') = x(W, V) + Jy_,(W, Y) + J V.,(W, V) + . . . 
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Or y(W,V) = o représente la même courbe que 

puisque, pour J = o, les deux polynômes deviennent 
égaux. Mais l'équation ^(W, V) = o est réversible, car elle 
contient, seulement, "W et V (4). Donc le premier membre de 
/*(X*, [A*, V*) = o et celui de Téquation réversible ne dififôrent 
que par une expression entière J<ï>(A', [x^, v"). 

7. Corollaire III. — Toute ligne, du degré m en coordonnées 
cartésiennes, a une équation réversible de même degré en X*, [x* v', 
et réciproquement. 

En effet, partons des médiatrices comme axes. Les formules 
de transformation (4) donnent une équation de degré m, en W 
et V, c'est-à-dire en X*, [x*, v". Réciproquement si l'équation 
réversible est de degré m en a*,... elle l'est également en W 
et V, et dès lors en X et Y. 

Exemple : si l'on n'admet que les équations réversibles ; l**non 
seulement toute droite est représentée par une équation du 
premier degré, mais la réciproque est vraie ; 2<* toute conique 
est représentée par des équations du second degré enX*, |x", v«, 
et réciproquement. 

8. — Nous constatons dès maintenant : 1^ que les équations 
cotripolaires, c'est-à-dire en W et V rappellent, par leurs pro- 
priétés, les équations cartésiennes, 2^ qu'il en est de même des 
équations tripolaires, pourvu qu'elles soient réversibles (voir 
encore 20, 26, 33 et J. S. 1890, p. 112). 

9. Corollaire IV. — Quand une équation algébrique et en-- 
tière est réversible, il en est de même de chaque groupe homogène 
de cette équation. 

Car, s'il en est autrement, éliminons ex" et v*. Le groupe de 
degré 2m donnerait des termes en X^*" s'il en est qui ne pour- 
raient disparaître. Donc déjà ce groupe est réversible. On rai- 
sonne de même sur le suivant. 

Un calcul ultérieur va montrer qu'alors fl^, . . . sont aussi 
réversibles. 

10. Théorème III. — Une équation tripolaire réversible^ 
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algébrique ou non, f(X, jx, v)=o, donne, pour toute valeur de X*,.,., 
l'identité 

(9) n^ -f- /•;. + /•; = o. 

En effet, on peut toujours mettre le premier membre sous 
la forme F(W, V) et on a Tidentité 

(10) f{K fx, V) = F(W, V), 
indépendamment de toute signification géométrique qu'on 
peut attribuer aux lettres Xf. . .; et, par suite, pour toutes va- 
leurs de ces lettres. 

Différentions, en tenant compte des relations (3) qui définis- 
sent W et V. Il nous vient 

(11) fi. = FV - F'v, /-;. = - F'w, fl^ = fV. 
En ajoutant membre à membre, on trouve (9). 

11. — La réciproque est vraie. Car si l'équation donnée n'est 
pas réversible, l'identité (9) est remplacée par 

(12) fil, (., V) = F(W, V, X'). 
Si l'on différentie, il vient 

(13) A'^ = F'w - F'v ~ F'xî,^ f^2 = - F'w, A^ = fV. 
D'oïl, ajoutant, S/^x^ = — F^a. 

Or le second membre n'est pas nul pour X^ quelconque; sans 
quoi, la fonction primitive F serait une constante par rapport 
à X" et serait réversible, comme ne contenant que W et V. 

12. — Ainsi, pour le polynôme J, on ne trouve pas zéro, 
mais 

(14) 2jl2= - i6S«. 

On le voit en différentiant (S) par rapport à X*..., et ajoutant 

les résultats obtenus; alors: ^^'(^» ^) disparait, puisque ^ 
est réversible. 

13. — On aurait pu y arriver aussi en formant directement 
Jxj. Si Ton compare l'expression trouvée et la formule (59) du 
J. S. 1889, p. 132, on constate que, pour tout point du plan, 
les coordonnées barycentriques relatives sont données par 



I 
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et la puissance P de M par rapport au cercle circonscrit est 

(16) ^==é.- 

16. Corollaire. — L'identité (9) se décompose en plusieurs 
autres équivalentes. En particulier, pour qae Véquation géné^ 
raie du second degré en X', ..., 

(17) AX* + A.y + A%* -4- 2SB|x«v* + 2I;GX» 4- F = o 
soit réversible^ c'est-à-dire (7) représente une conique, il faut et 
il suffit qu'on ait les quatre relations 

(18)A + B'-hB'' = o, A' + B"-*-B=o, A"+B + B' = o, 

(19) G + G' -4- G" = o. 

Gar ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 

que ^([2 = o, pour toute valeur de X*.... 

17. — L'équation de tout cercle pouvant (/. S. 1889, p. 4) 
être mise sous la forme réduite 

(20) /(X, (x, v) = ZX» -4- m(x« + wv» 4- p = o, 

ce qui caractérise son équation réversible, c'est qu'elle est de 
la forme 

(21) /"(X, |JL, v) 4- KJ = o. 

Pour déterminer K, observons que la condition (9) se 
réduit, en vertu de (14), à 

(22) / + w 4- 71 -4- K^ j;;, = o, 

d'où 

l -^ fH ^ fl 

En particulier, l'équation du cercle ABG (/. S. 1889, p. 6) 
devient 

(24) J 4- 2abc \^a cos A.X* — abc) = o, 

^a*X* — 2à 6c cos A. fx«v« — a^b^c^ = o. 



II. — Polaires f etc. des courbes représentées par une équation 

réversible. 

18. — Les formules de transformation (3) et (4) renferment 
trois groupes de grandeurs : les X,...; W et V; X, Y. Rendons 
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ces formules homogènes par rapport à chaque groupe sépa- 
rément, au moyen des quantités auxiliaires t, T, Z. Il suffit de 
remplacer X par X : t, etc. Cependant il faut que les formules 
(3) et (4) restent identiquement les mêmes, puisqu'elles sont 
imposées par la Géométrie. Il faut donc supposer que les 
quantités t, T, Z sont égales à Tunité, ou plus généralement 
qu*en étant variables elles sont liées par les conditions : 

(28) T* = T = Z. 

Gela étant supposé, Texpression réversible /(X, fx, v, t) qui 
est homogène, se transforme identiquement en 

(26) f{-k, (X, V, t) = F(W, V, T) = ?(X, Y, Z), 

les deux dernières fonctions étant homogènes et de même 
degré que /. 

19. Corollaire. — Dans les équations réversibles, on a les 
identités 

(27) /;; =Fr = cp'z. 

• On le voit en différentiant les identités (26) et tenant compte 
de r hypothèse (2o). 

20. Théorème. — Quand Véquation d'une courbe est réver- 
sible, la polaire de Mo est représentée par 

(28) WFw. + VF'v, + TF;. = o, 

(29) xvv + . . . + ty;, = o. 

Ëa effet, l'équation de la polaire est, en coordonnées recti- 
lignes, 

m Sxç'x. = o. 

Mais si les axes QX, QY sont les médiatrices OB', OC, on 
a, en différentiant Tidentité (26) 

(31) (px = — — Fw» 9y — r"^v« 

Si Ton remplace ces quantités et 9^ par leurs valeurs dans (30) 
on trouve (28); et, de là, on passe à (29) au moyen de (H). 

21. — Dans le cas des coniques, /*(X, (x, v) étanl une fonc- 
tion entière du second degré en X*, ... on peut, dans Téqua- 
tion de la polaire, échanger entre eux M el Mo. 
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22. Corollaire I. — Il suit de cette remarque et de (9) 
que, dans le cas des coniques représentées par leur équation réver^ 
sible, la polaire du point est déterminée par 

Fj = o, ou f^2 = o. 

23. Corollaire II. — Quand Véquation d'une courbe est 
réversible, et que Mq est sur la courbe, la tangente en Mq est 
représentée par les équations (28) et (29). 

24. — Mais si Téquation de la courbe f{l, jx. v) = o n'est 
pas réversible, Téquation (29) représente un cercle ayant 
pour centre un point de coordonnées a,, p^, y^ 

(32) «i:Pi:ri = A>: ••. 

si Mo est encore sur la courbe, ce cercle est tangent à la courbe 
en Mq. Car, en vertu d'un théorème de Poinsot (*), pour avoir 
la normale en un point M d'une courbe, il suffit de porter, à 
partir de ce point, sur les droites X, [x, . . . , et en tenant 
compte des signes, les longueurs /(, . . . , puis de prendre la 
résultante. Or, en appliquant cette méthode à la courbe (29) 
pour son point Mq, on trouve pour composantes 2Xo/'^^2, . . . 
ou f[^, ... Ce sont les mêmes que pour la courbe donnée et, 
par suite, la normale résultante est la môme. 

(*) Voir: Laurent, Traité d'Analyse, t. II, p. 26; ou, Appell, Mécanique, 
52* leçon. Ce théorème est énoncé pour un système de coordonnées plus 
général, qui comprend les multipolaires, les trilinéaires et le système pôle- 
directrice (dont on se sert pour définir géométriquement la parabole). Ces 
coordonnées sont les distances normales X, (x, . . . d*un point à des courbes 
fixes appelées directrices. Voici une démonstration du théorème général. 
Prenons, comme variable indépendante, la longueur s de l'arc parcouru 
par M, et diflérentions Téquation de la courbe. Il vient 



'J=lf:'^=:o, 



^^^ ds " ds 

Or, si Ton appelle a>, tûi,. . . les angles que font les directions des coor- 
données avec la directrice de la tangente, des triangles qui deviennent 
rectangles à la limite donnent 

(B) -r = ces 0), . . 

' ds 

Par suite (A) devient 

(G) 2d/^cosa) = o; 

ce qui veut dire que le contour polygonal, donnant la résultante, a une 
projection nulle sur la tangente. Cette résultante est donc une normale. 
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Un raisonnement identique donne immédiatement l'équa- 
tion de la tangente en trilinéaires. 

Ainsi, quelle que soit r équation tripolaire d'une courbe passant 
par Mo, le point représenté par les équations (32) est situé sur la 
normale euM^; c'est le ceutre d'un cercle tangent, à la courbe, 
en Mo* 

25. — Enfin si M© n*est pas sur la courbe, que Véquation ne 
soit pas réversible^ mais qu'elle le devienne en ajoutant KJ, et 
qu'elle soit du second degré, la circonférence représentée par (29) 
coupe la polaire de Mq aux mêmes points que le cercle évanouis- 
sant Mo; ce qui achève de définir ce cercle puisque le 
centre est déjà connu (32). 

En effet, d'après la forme qu'on a supposée à l'équation 
réversible, cette équation, rendue homogène, est de la forme 
/'(X*, jjl', V*, t'*) ■+- KJ (il n'en serait plus de môme si /"n'était 
pas du second degré, et les conclusions seraient un peu mo- 
difiées). Par suite l'équation de la polaire est 

(33) x»(/;; + Kj/o + . . . + T' (a; + Kj;j = o. 

Cette droite passe donc par l'intersection du cercle à étudier 
(29) et de 

(34) X^J4+ ...+T«j;.^ = o. 

Cette équation représente un cercle. 11 a pour centre, en 
vsrtu de (IS), 



a : P : Y = J/^o : 



= a 



• 



• • • 



Enfin il passe par son centre, puisque (34) est vérifiée par Mq. 

26. — Diamètres des coniques, — Quand l'équation est réver- 
sible et entière, le diamètre relatif aux cordes parallèles à OM 
a pour équations 

(33) WoF; + VoF; = o, 

(36) cXo/-;. 4- 6Y/; = o, 

(37) x§/i'. + (x§/';, + v§/;, = 0.^ 

En effet, l'équation cartésienne est Xocpx + Yo<py = o. 

27. Corollaire. — Dans les équations réversibles et en- 
tières des coniques, le centre est donné par les équations 

(38) /;. = o, /:; = o; 
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OU 

(39) F'w = o, r^ = o; 

c'est-à-dire, graphiquement, par rintersection de deux dia- 
mètres. Pour Tob tenir par le calcul, il faut joindre à ces 
équations J = o. 

28. Cas particuliers, — 1® Le diamètre relatif aux cordes 
parallèles à la médiatrice OB' s'obtient en amenant M^ en B'. 
Son équation est donc F^ = o, ou /j^a = o. Pour les cordes 
parallèles à OA', c'est F^ — F'v = o ou /^/a = o. 

2® La corde située sur BG est parallèle à B'C. Dès lors son 

coefficient angulaire est ^^ = ^. L'équation (36) devient 

Aq cos Jd 

donc 

(40) c cos B/j^'î — b cos G/^2 = o. 

29. — Plus généralement, on peut demander l'équation 
d'un diamètre relatif à une corde passant par deux points 

quelconques M^, Mj. Il suffit de pouvoir évaluer le coefficient 

Y 

angulaire -^ de cette droite M^, M^ dans le système (OB', OC). 

Je dis qu'on a 

Yo_ y' 

7'' 

x', y', z' étant les coordonnées normales d*un point M' situé à l'in- 
fini, sur une perpendiculaire quelconque à MiMj (*). C'est-à-dire 
que si on représente M^M, par /a -h m^ + ny = o, on a 

(42) ^ = . . . 

la — hm cos G — en cos B 

En effet l'équation tripolaire de M^Mj est de la forme (J. S. 

1889, p. 4) 

(43) oaj'X* -f- fcyV* + cjs'v* 4- p == o. 

Et comme 2La>x'= o, on peut l'écrire ainsi : 

(*) En un mot, les segments déterminés à partir de sur les trois mé- 
diatrices par une droile MjMj sont inversement proportionnels à x\y\ s'. 
En abaissant de une perpendiculaire sur la droite, on voit que les trois 
segments sont, aussi, inversement proportionnels aux cosinus des angles ^ 
que fait la droite avec les axes de référence. Go déduit, de là, une seconde 
démonstration du théorème. 



(41) Y 
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(44) ' - by'W -h cz'V -+- p = o, 

ou abciy'X + ^T) + pR = o ; 

d'où l'on tire (41). 

30. — D'après ce théorème, et en vertu de (36), Véquationdu 
diamètre relatif à la corde M^Ma est 

(43) czY,. - ôy/:. = o 

ou 
(46) ÙL^LiL. 

Exemple : Si la corde M^Mg est une perpendiculaire à la mé- 
diane ou à la symédiane issues de A, ou à AO, les trois dia- 
mètres correspondants sont représentés par 

m ^ r:^ = /:., 

(48) £^=±j^. 

Si l'on change y' en — y\ la nouvelle corde et l'ancienne ont 
des directions conjuguées harmoniquement, par rapport aux 
axes OB', OC. Les directions perpendiculaires le sont donc par 
rapport à l'angle A. 

31. Lemme. — En coordonnées tripolaires V équation géné- 
rale des perpendiculaires à une droite MoM^ esty en représentant 
par a, p, Y des barycentriques absolues 

(4y) 2d(a, -a,)X»H-p = 0. 

En effet, cette opération représente une droite qui, assimilée 
à une circonférence, a pour centre (a^ — aj, . . . c'est-à-dire 
le point à l'infini de MoM^. 

En changeant le signe des a^, ... on aurait les cercles dont le 
centre est le milieu de MoM^. 

32. — De là un moyen simple d'avoir lea tangentes et dia- 
mètres des cercles, quand ils ne sont pas donnés par l'équa- 
tion réversible. Au lieu de revenir à celle-ci, on cherche quelle 
valeur il -faut donner à p pour que la droite (49) passe par 
l'extrémité M^ d'un rayon M^Mo ou par le centre M^. 

33. Asymptotes, — La considération de cp(X, Y) = o montre 
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que, pour les équations en W et V, la théorie des asymptotes 
est calquée sur celle qui concerne les axes cartésiens. En par- 
ticulier, si, on égale à zéro le polynôme homogène de degré m 
en W et V, (c'est-à-dire en X*, (x*, v*, pour les équations réver- 
sibles), on a l'ensemble des droites issues, de 0,qui rencontrent 
la courbe à Tinfini. Mais le théorème n'est plus vrai pour les 
équations non réversibles. Ainsi, soit le cercle dont l'équation 

est 

A* 4- m\L^ -h wv* + p = G. 

En supprimant p, on n'obtient pas les droites isotropes, 

mais un cercle orthogonal au cercle ABC (/. S. 1889, p. 6). 



SUR LA CONSTRUCTION D'ENNEPER 



Si l'on considère une hyperbole H, rapportée à ses axes, et 
représentée par l'équation 

On sait que (*), en désignant par î/' l'ordonnée d'un point M' 

de H, on introduit au début de 
^ la théorie des fonctions ellip- 
tiques un angle ç, correspon- 
dant à la formule 




*g?=M 






On doit à Enneper une con- 
struction remarquablement 
élégante de cet angle 9 . Nous 
allons rappeler cette construc- 
tion et en donner une démon- 
stration. 
Voici d'abord la construction indiquée par Enneper: 
Sur l'axe réel de H, comme diamètre^ décrivons une circonfé-- 



(*) Enneper: EUiptischen Functionen Théorie und Geschichte ; p. 446. Cita- 
tion empruntée au Cours de M. Hermite, rédigé par M. Andoyer, p. 18. 
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rence A, la tangente 8, à H, en M' renœntre A aux points P, Q; 
V angle cp est la moitié de POQ (*). 

Soit VOx = od; les coordonnées de P sont 

(P) a cos 0), a sin w. 

En désignant par v l'angle formé par la demi-tangente 

positive 8, avec Ox, et en posant OPQ = w; on a 

t; = w + 0), 
d'où 

tff V — tff (0 

(\) fg U = — ^— 7 

^ ° I + tg V tg 0) 

Soient x', y les coordonnées de M'. On a 

Des égalités (1), (2) on tire 

_ b'^x' cos o> — a^y sin a> 

D'ailleurs, en écrivant que les coordonnées de P vérifient 

l'équation 

xx' yy _ 

x' cos 0) ay' sin (o 

on a — ^ — = I, 

a 0* 

ou 

(4) h'^x' cos 0) — a'^y sin o) = a6*. 

Posons maintenant 

(5) b^x' sin a> + a*j/' cos w = X. 
Les relations (4), (5) donnent 

h'xf^ + a*î/'« = a«6* -♦- X«, 

ou h\x^ - a*) -4- a*i/'* = X«. 

On a donc X = acy\ 

En nous reportant à la formule (3), nous trouvons 

ab^ b^ 
tff u = — - = — • • 
acy cy 

Cette égalité prouve que u est complémentaire de l'angle 9; 

celui-ci est donc égal à la moitié de POQ. G. L. 

(•) Il y a, croyons-nous, loc. cit. une légère erreur; on indique OPQ 
comme étant égal à ç. L'énoncé, croyons-nous, doit être rectifié, confor- 
mément â celui que nous venons de donner. 
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EXERCICE ECRIT 



50. — On considère une hyperbole équilatere H; par son 
centre 0, on fait passer une circonférence A qui coupe H aux 
points A, B, C, D. 

Les tangentes en A, B, C forment un triangle A'B'C ; soit 
A' la circonférence circonscrite à ce triangle. Par D, on mène 
des tangentes à A'; le lieu des points de contact est un système 
de deux hyperboles égales à H. 

Note sur l'exercice 49. 

En se reportant, plus haut, p. 276, à la construction d'Enneper, on 
voit que 

Dans ces formules, ^, y'' désignent les ordonnées des points de contact 
pt', \l'^ des tangentes considérées dans renoncé. 

En écrivant que 1 

2 2 

J (2/' + y") 

est constant, on a = const. 

c* 

Gela posé; soient a, M^s coordonnées du pôle de |j.V, relativement à 
l'hyperbole donnée H. Les ordonnées y' y yf^ sont les racines de l'équation 

^a(a«p2 — 6V) + 2a'»6*py + h\a^ — a») = o. 

k 
Finalement x^ -\-y^ ■\- tcy cotg - — c* = 0, etc. 

Le lieu est formé par la circonférence qui correspond à cette équation 
et par la circonférence symétrique de celle-ci relativement à Oaj. 

}^Qie, — Le capitaine E. N. Barisien nous a adressé Une solution de cet 
exercice. 



BIBLIOGRAPHIE 



Théorie des nombres, par Edouard Lucas. — Tome premier; 1 vol. 
gr. in-8o, XXXIV-520 p., Paris; Gauthier- Villars et fils. 

Par une cruelle coïncidence, l'article qu'on va lire participe à la fois 
d'un compte-rendu bibliographique et d'une notice nécrologique. Le 
livre que nous voulons analyser est, en effet, la dernière œuvre, — et 
malheureusement l'œuvre inachevée — d'Edouard Lucas. 
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Ce premier volume de âa Théorie des nombres était à peine publié depuis 
quelques semaines, lorsque la mort est venue frapper Tauteur, après une 
courte maladie, dans toute la plénitude de son intelligence, à l'âge de 
49 ans. Cette mort prématurée, qui a si douloureusement impressionné 
tous ceux qui ont connu Edouard Lucas, est une grande perte pour la 
science, et surtout pour l'arithmétique supérieure, à laquelle il s'était 
spécialement adonné. 

Cette branche des mathématiques, si française par ses origines et par 
rillustration des noms des géomètres qui Tout cultivée, est pour ainsi 
dire abandonnée dans notre pays, depuis bien des années. Alors qu'à 
l'étranger les savants les plus célèbres y ont consacré leurs etiorts, c'est 
à peine si un petit nombre de mathématiciens français, parmi lesquels 
Lucas occupait le premier rang, cherchaient à reprendre la voie tracée 
par les Legendre, les Lamé, les Liouville et les Lebesgue. Alors que des 
traités nouveaux, publiés dans plusieurs langues, et surtout en allemand, 
permettaient aux jeunes savants d'acquérir la connaissance des éléments 
de la Théorie des nombres, aucun livre complet sur la matière n'avait été 
publié en France depuis la dernière édition de Legendre, qui remonte 
à 1830 (et dont une traduction vient de paraître il y a peu de temps en 
langue allemande). 

On peut donc affirmer tout d'abord qu'en écrivant son ouvrage, Edouard 
Lucas comblait une lacune des plus regrettables, et rendait, à la science 
française, un service considérable. Il le faisait, après avoir produit d'in- 
nombrables articles sur la plupart des questions importantes d'arithmo- 
logie, après avoir accumulé patiemment des matériaux pendant de 
longues années. En correspondance avec les géomètres les plus connus 
du monde scientifique, et notamment Genocchi, en Italie, M. Sylve&ter, 
en Angleterre, M. Tchebychef, en Russie, rien de ce qui avait été publié 
depuis un siècle sur la Théorie des nombres ne lui était étranger. Son 
œuvre devait présenter, sous une forme didactique, le résumé de tant de 
travaux, d'études et de mémoires, épars dans une foule de recueils. 

Ces explications préliminaires étaient indispensables avant d'aborder 
l'analyse, forcément sommaire et incomplète, du livre dont nous avons à 
rendre compte; car le tome premier de la Théorie des nombres d'Edouard 
Lucas constitue plutôt une Introduction qu'un traité ; et, en l'isolant, on 
s'exposerait èi porter un jugement peu équitable. Disons, tout de suite, 
cependant, que les manuscrits qu'on a pu retrouver dans les papiers de 
l'auteur laissent peu d'espoir de reconstituer la fin de l'ouvrage, autre- 
ment que .par fragments séparés, bien diflérents de l'œuvre qu'il avait 
conçue et entreprise. 

Cherchant à établir, a priori^ une distinction capitale entre l'analyse et 
l'arithmétique, Lucas fait rentrer dans cette dernière toutes les questions 
qui reposent sur la discontinuité. Il se trouve conduit de la sorte à un 
élargissement considérable de l'ancien domaine de la théorie des nombres, 
et arrive à traiter, dans ce premier volume, une foule de questions, parmi 
lesquelles plusieurs semblent plutôt appartenir à l'Algèbre. Cette méthode 
doit-elle être attaquée ? Est-ce au contraire un progrès ? Je sais que les 
avis sont partagés sur ce point, et qu'on peut trouver, dans l'ensemble de 
ce premier volume, un défaut d'homogénéité, un mélange de propositions 
algébriques et arithmétiques. Mais, encore une fois, il s'agissait d'initier le 
lecteur aux doctrines plus profondes et plus abstraites qui devaient suivre, 
plutôt que de lui présenter dès l'abord, et exclusivement, un exposé 
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d*aritbmétique supérieure. Et puis, on ne saurait méconnaître un autre 
avantage considérable, que présente la méthode suivie : c'est que le livre 
est intéressant, original, et de nature à provoquer sans cesse Tattention 
et la curiosité du lecteur. Des jeunes gens ayant simplement l'instruction 
moyenne des mathématiques spéciales, et possédant le goût et la curiosité 
des recherches mathématiques, trouveront là matière, ne fût-ce que par 
les exercices semés pour ainsi dire à chaque pas, à des études nouvelles 
dont ils ont en main les premiers éléments. Et la seule manière de 
relever la Théorie des nombres en France est précisément, d'après ce que 
nous avons dit plus haut, de recruter de jeunes savants pour l'avenir, 
puisqu'à rheure actuelle les géomètres français travaillent, d'une façon 
souvent fort éclatante, suivant d autres voies. 

Le volume se divise en trois livres, intitulés : Les nombres entiers; — Les 
nombres rationnels; — La divisibilité arithinétique. 

Dans le livre !•% parmi les questions qui s'y trouvent traitées, nous 
citerons le triangle arithmétique de Pascal, la série de Fibonacci, des 
considérations originales et intéressantes sur les quatre opérations fon- 
damentales, les nombres figurés, l'analyse combinatoire et la géométrie 
de situation. 

Le livre II traite des nombres fractionnairss, du calcul des proba- 
bilités, de la division algébrique, des polynômes dérivés, du calcul sym- 
bolique, de la sommation des puissances, des fonctions symétriques, des 
déterminants, des suites récurrentes linéaii es et des fonctions numériques 
du second ordre. Ce dernier chapitre qui appartient en propre à Edouard 
Lucas et avait fait l'objet de plusieurs mémoires publiés par lui, constitue 
sûrement l'un des progrès les plus intéressants accomplis en arithmé- 
tique supérieure. 

Les six chapitres qui composent le livre III sont relatifs aux codi vi- 
seurs et comultiples, aux nombres premiers, aux diviseurs des nombres, 
à l'indicateur, aux restes et aux fractions continues. 

Enfin, un appendice, iVo^es et additions^ contient un certain nombre de 
questions, dont quelques-unes difficiles, et se rapportant presque toutes à 
l'analyse combinatoire. 

Nous regrettons de nous borner à une énumération aussi sèche et 
incomplète ; les limites nécessaires imposées à cet article nous y obligent. 
Mais aucune analyse ne saurait suppléer à la lecture de l'ouvrage lui- 
même. Les jeunes gens qui l'entreprendront arriveront rapidement à 
aimer la Théorie des nombres, et à vénérer la mémoire du savant, trop 
méconnu pendant sa vie, qui en fut de nos jours, en France, la plus 
éclatante incarnation. En tenant ce langage, j'ai la conscience de ne pas 
payer involontairement le tribut de l'amitié, de ne me laisser aller à 
aucune exagération, mais de porter simplement un jugement conforme à 
la vérité des faits, et que la postérité scientifique ratifiera. 

C. A. Laisant. 

Traité de Géométrie analytique à trois dimensions, par 

G. Salmon, professeur à l'Université de Dublin. — - Ouvrage traduit de 
l'anglais sur la quatrième édition par 0. Gheml\, ingénieur en chef des 
Ponts et Chaussées. 

Deuxième partie. — (Théorie générale des surlaces. — Courbes 
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gauches et surfaces développables. — Famille de surfaces] 

chez Gauthier-Viilars et fils. 

L'œuvre de Salmon est trop connue du public mathématique français 
pour qu'il soit utile de rappeler ici tous ses mérites. M. 0. Chemin qui a déjà 
traduit les Leçons cT Algèbre supérieure et le Traité de Géométrie analytique 
[courbes planes) présente aujourd'hui la traduction de la deuxième partie 
du Traité de géométrie analytique à trois dimensions. Cette traduction 
sera vivement goûtée par les étudiants et les professeurs français qui ne 
peuvent lire lo livre de Salmon dans Toriginal. C'est, sur la matière qu'il 
traite, un livre classique. 



QUESTIONS D'EXAMENS 



En désignant par X, [a, v des angles dont la somme est égale 
à TT, on propose de discuter la surface qui correspond à V équation 
x" co«' X -4- y* cos^ (X + z* cos^ v — 2xy cos X cos [jl 

— 2yZ cos V C05 [JL — 2ZX cos X C05 V — I = o. 

Formons Téquation en S correspondante. Après avoir posé 

ô = cos* X + cos* [JL -4- cos* V, 
tenant compte de la relation 

cos* X -H cos* fA + cos* V + 2 cos X cos [i. cos V = T , 
on trouve : 

(1) S« - 68* + (I - 6)« = o. 

Pour résoudre cette équation, on peut employer la méthode 
des racines commensurables ou, encore, celle qui est indiquée 
au § 172 de la première édition de notre Algèbre. 

Cette méthode consiste à ordonner l'équation par rapport à 
un paramètre qui y entre au second degré, pour décomposer, 
quand la chose est possible, cette équation en deux facteurs 
rationnels. 

Écrivons donc (1) sous la forme 

e* - 6(2 + S*) + S» -H I = G. 

Le discriminant est 

(2 + S*)* - 4(8» + i) = 8*(S - 2)*. 
Ce discriminant étant carré parfait, la méthode en question 
s'applique avec succès, et Ton trouve 

S» - 68* -4- (i - 6)* s (8* - S + I - e)(8 -M - 6) (*). 
Une racine de cette équation est 

Si = ô — I = — 2 cos X cos |x cos V. 
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Les deux autres sont les racines de Téquation 
S" — S + 2 cos X COS fx cos V = o (*). 

L'équation (1) prouve que Téquation en S admet deux racines 
positives et une racine négative. D'après cela, la constante de 
l'équation donnée étant négative, on voit que la surface consi- 
dérée est, dans tous les cas, un hyperholoïde à une nappe (**)i 



QUESTION 263 

Solution par M. Rezeau, Conducteur des Ponts et Chaussées. 



Une droite A se déplace de façon que trois de ses points A, B, C 
restent sur trois plans parallèles à une même droite. Démontrer 
qu*un point M de la droite mobile se déplace sur un plan. 

(Mannheim.) 

Nous supposerons d'abord que deux des plans considérés 
se coupent. Prenons la droite d'intersection pour axe des js, 
les deux plans correspondants pour plans œoz, yoz. 

Le troisième, le plan P, sera représenté par 

(1) ? + I - I = o. 

a 



C) L'équation en S ayant ses racines réeUes, le discriminant de 

S* — S -h I — 6 doit être positif. 
On a donc i — 4(1 — 0) > 0, 

ou 

Ainsi, dans tout triangle ABC : on a 

3 
cos'' A + cos'» B + cos* C > -> 

4 
oUf encore, 

cos A cos B cos C < -• 

o 

{**) L'énoncé de cette question (voyez les feuilles Croville-Morant, second 
degré, p. 26), indiquait, par erreur, que la quadrique était de révolution. 
Pour avoir une quadrique de révolution, il faut prendre, par exemple, 
03* cos* X + ... — 2xy sin X sin [l ... = i , 
équation qui peut se mettre sous la tonne 

ce* + î/* + a* — {x sin X + ^ sin {I + 2 sin v)* = i . 
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Soient 

^(^19 Vu -^i)* • • situé à une distance pi de A, 
C(a?j, y2> ^2)-«« id. p, id. 

M(x, y, z).,. id. p, id. 

les points considérés. 

Posons BA = Pi, GA = p„ MA = p, ; 

et supposons que A, B, C se déplacent respectivement dans 
les plans œoz^P, yoz. 
Les équations de A sont 

a? - a?o ^ y - yo ^ g - gp ^ 

a p Y P- 

A se déplaçant dans xoz, on a 

a?o = o> 
B se déplaçant dans P, on a 

(2) . '^±^ + yi±hi-^^o, 

a 

G se déplaçant dans yoz, on a 

(3) yo + Pp» = o. 

Les relations (2) et (3) donnent 



^1 ^ P(Pi - h) _ j^o^ 
D'ailleurs 



a 



• = ?«» 



d'où - — ^-^ — 



P Y 

= P8' 



Les valeurs de a et ^ tirées de cette relation, et portées dans 
(4); donnent 

^1 ^ y(h - Pa) «1^0, 

«P8 '^(pJ - pa) 

Cette équation représente un plan parallèle à Taxe oz ; c'est 
le lieu cherché. 

Remarque, — En supposant les trois plans donnés paral- 
lèles entre eux, on vérifie facilement soit par l'Analyse, soit 
par la Géométrie, que le lieu du point M est encore, dans ce 
cas, un plan parallèle aux plans donnés. 
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QUESTION 280 

Solution et g^énéralisation par M« G. Leinekugbl. 



Soit BB' le petit axe d'une ellipse F; du point B, abstraction 
faite de BB', on peut mener à T deu^ normales. Soit G le pied 
d'une de ces normales. 

En désignant par F Fun des foyers de F, la perpendiculaire 
élevée en F, à BF, rencontre la tangente, en B, en un certain 
point D. 

Démontrer que BD = BG. G. L. 

Cette proposition est un cas particulier d'une propriété rela- 
tive aux longueurs des normales menées d'un point de l'axe 
d'une conique (F). On sait d'abord (Salmon Géom. plane) qu'étant 
donné un point M sur Vaxe d'une conique^ les pieds G, G' des nor- 
males menées delJL à (F), les foyers et le point M sont sur une même 
circonférence. 

Gela posé, calculons MG. 

MG^ = MI.MJ. 



On a 
mais 



0J = 



OM 



MJ = 



OM 



et 
d'oii 



01 .= ^ = -.OM, MI = -~.0M; 
OJ c* c* 



c 



MG^ = ^ ["^^ 7 ^] • 



Or les triangles MJD, OJE donnent 









B 


ÏL 


D ^<r^ 




^r'"'>iî:* 






V 


W ^ 


H 






Y j 








1 /L/ 




cf<i^ 


j 


H' ' / 



MJ OM^ 
OJ c 



d'où 

et comme on a 



a 



MG' = ~.MD; 
c 



MDi = 



a' 



MG' = MD.MDi, 
Omvoit que la longueur commune des deux normales menées 



" JOURNAL DE BIATHÉafATIQUES SPÉCIALES 28S 

d'un point M de BiB'S' obtiendra en prenant une moyenne 
proportionnelle entre les longueurs MD, MDi obtenues comme 
Tindique la figure. 

Lans le cas oii M est en B on a : 

MG = MD. 

Cette propriété pourrait permettre de trouver les points d'in- 
cidence des normales menées d'un point M de BB'à une conique 
(F), puisque ces points seraient les points communs au cercle 

(A) et au cercle décrit de M comme centre, avec /MD . MD^ pour 
rayon. Mais il esl tout aussi simple de prendre les points de 
rencontre de (A) avec la polaire de J, par rapport au cercle 
décrit sur BB' comme diamètre. 

Autrement (*). — On sait que la tangente et la normale, en un 
point M d'une conique à centre, rencontrent le petit axe de 
l'ellipse (ou l'axe non transverse de l'hyperbole) en des points 
diamétralement opposés sur 
les circonférences FMF'. __ b ^^:^:^ — |" ^p 

Cette propriété étant 
rappelée, traçons la circon- 
férence BFF' qui coupe F en 
C; CB est la bissectrice de 
l'angle FCF'; elUeestdoncla 
normale en C. SoitE le point ^, 

d'intersection des droites CF', 

BB'.Le point B étant le centre du cercle ex-inscrit au triangle 
FCE, la projection CR de la droite CB, sur CF, est égale 
au demi-périmètre de ce triangle (**). Ainsi CR = BF. 

D'ailleurs BGF = DBF ; par suite, les triangles BCR DBF 
sont égaux; donc BG = BD. 

Rekarque. — Var V extrémité B de Va/m non transverse d'une 
hyperbole^ on peut mener ^ à chaque branche, une normale BC et une 
tangente BC|; la normale^ en Ci, rencontre cet axe en B^. Si la 

{*) Cette solution est de M. B. Sollertinsky. 

(••) On a, en effet, 

CE 4- CF -h FE = CE -f- EF' + CF = CF' + CF = 2a; 
donc le demi-périmètre du triangle FCE est égal à BF. 



J 


B 1 


R 


C--^^ 




/) 


>^ 


-^yi 


V 
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tangente au sommet A de la branche considérée coupe en D, D^ les 
droites BF, B^F (F désignant le foyer correspondant), on a 

BG = BD, BA = B^D,. 

Nota. — Nous ayons reçu des solutions analytiques très simples de 
MM. Bohn, maître-répétiteur au collège de Gompiègne ; Baudran, élève 
au lycée de Rouen; Victor de StrékalofiF, à Saint-Pétersbourg. 

M. Brocard, dans la solution quUl nous adresse observe que le théorème 
proposé peut s*énoncer autrement : 

La circonférence ayant pour centre le sommet du petit axe d'une ellipse et 
qui est tangente aux deux directrices est aussi doublement tangente à Cellipse. 



QUESTION 281 

SU>lation par M. Brocard. 



La tangente et la normale, en chaque point d'une conique à 
centre^ sont parallèles aux asymptotes de rhyperbole équilatère 
qui passe par ce point, par le point diamétralement opposé et par 
les deux foyers. Démontrer géométriquement cette proposition. 

(A. Tissot.) 

Il faut d'abord construire une hyperbole équilatère, connais- 
sant le centre et deux points M, F. 
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Pourcela»on prendra le milieul de MF; et, du pointi ëbmme 
centre, avec 10 pour rayon, Ton décrira une circonférence qui 
rencontrera MF aux points D, F. 

Les droites OD, OE seront les asymptotes, et Ton aura 

FD = EM. 

Achevons le rectangle MFGH dont les côtés sont parallèles 
aux asymptotes, autrement dit, le rectangle asymptotiquSy 
suivant la dénomination proposée par M. P. H. Schoute. 

La diagonale GIH sera aussi celle du rectangle EODH'; elle 
passera donc par le centre et sera le diamètre conjugué à la 
corde MF. [Bobillier, Ann, de Gerganne, juin 1829, p. 338 (Mém, 
sur Vhyp. équiL). — Schoute, Arch, de Grunert 1883 (2), II, H3; 
— Ueber die CurVn 4 Ordn, mit, 3 Inflexionsknoten. — Schoute, 
Bull des Se. math. (2), VIII, 1884, 278-280, et Congrès de Blois, 
1884, 42-47. Résumés d'un Mémoire sur le même sujet; — 
N. A. M. 188S, S24-S25, question 1500 et 1886, 401-408; con- 
cours de TÉcole Polytechnique.] 

La propriété énoncée sera donc établie si Ton montre que^ 
dans ellipse, les projections G, H du foyer, sur la tangente 
et sur la normale en un point M, se trouvent en ligne droite 
avec le centre 0. 

Observons que le point H se trouve sur le cercle homogra- 
phique décrit sur le grand axe de Tellipse, comme diamètre. 

Soit I le milieu de FM. Je dis que 01 passe par le point H. 

En effet, le lieu des points I étant une ellipse homothétique 

à Tellipse donnée, et le rapport de similitude étant — » on a 

FF' 
OF = — ; donc F' est le point homologue du point 0; et, par 

suite est le second foyer. On en conclut que 01 est parallèle 
à F'M; donc GIF = 2a; mais FH est parallèle à la nor- 
male GM bissectrice de Tangle FMF' ; donc IFH = a = IHF, 
et par conséquent, IH et 10 sont parallèles à F'M. 

L'angle MHF étant droit et la ligne OIH étant médiane du 
triangle MHF, on en conclut que le point G, projection de F 
sur la normale GM doit être le quatrième sommet du rec- 
tangle GMHF, et que la diagonale GIH passe par le point 0. 
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Autrement {*), — Le point 0, centre de Tellipse, est évidem- 
ment le centre de l'hyperbole 
équilatère. 

Les droites PP et PT' sont 
deux cordes parallèles. Il en est 
de même de PF' et P'F. Les pa- 
rallèles menées par aux côtés 
du parallélogramme PFP'F' for- 
ment un système de diamètres 
■* * conjugués. Or on sait que, dans 

l'hyperbole équilatère, les asymptotes sont les bissectrices 
des angles d'un système quelconque de diamètres conjugués. 
Donc les bissectrices de l'angle MOM' sont les asymptotes. 

Il s'agit de démontrer que ces bissectrices sont parallèles à 
la tangente et à la normale en P. Or l'angle FPF' a ses côtés 
parallèles à ceux de l'angle MOM^. Donc la tangente et la nor- 
male, qui ne sont autres que les bissectrices de ce dernier 

angle sont parallèles aux asymptotes. 

Nota. — Autres solutions par MM. Baudran, élève au lycée de Rouen 
Leinekugel; B. Sollertinskt. 

QUESTION PROPOSEE 



333. — On a, identiquement, 






et 

= (271 — q){q 4- I ) -^—f-:j — - • (E. Catalan.) 

(*) Cette solution est de M. Jean Dbwulf, élève en mathématiques spé- 
ciales au lycée de Marseille, aujourd'hui élève à TÊcole Polytechnique. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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